ANALISIS MATEMATICO BASICO.

LA FUNCION f VISTA A TRAVES DE /' Y .

Dada una funcién f : R — R derivable, podemos considerar su funcién
derivada f’ : R — R. Esta funcién a su vez puede ser derivable, y tendremos
su derivada (f')’ : R — R, que escribimos por f” y llamamos derivada
segunda de la funcién f.

El estudio de f" y f” nos da informacién sobre f, como vamos a ver.
Ejemplo. 1. Si f(z) = 2° + v + 1, entonces f'(z) = 322 + 1 y f"(z) = 6.

Observacién. 1. Si un fendmeno fisico viene dado por una funcion f(t),
donde t representa el tiempo, entonces f' es la velocidad del proceso y f" es

la aceleracion del mismo.

Estudio del crecimiento de una funcién.
Una caracteristica importante de las funciones es su crecimiento. En

concreto:

Definicién. 1. Sea f: R — R una funcion.

a: Se dice que f es mondtona creciente si para todo x,y € Domf de

modo que © <y, se tiene que

fz) < fly).

b: Se dice que f es mondtona decreciente si para todo x,y € Domf

de modo que x < y, se tiene que

flz) > fly).
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FI1GURA 1. Funciones mondtonas.

Una funcién no tiene por que tener un crecimiento tnico. Es decir, en
parte de su dominio puede crecer y en parte decrecer. Esto se puede descubrir

mirando el signo de su derivada si es una funcién derivable.

Teorema. 1. Sea [ : [a,b] — R una funcién continua en [a,b] y derivable
en (a,b).
a: = S f'(¢) > 0, para todo ¢ € (a,b), entonces f es creciente en
[a, b].
» Si f es creciente en [a,b], entonces f'(¢) > 0 para todo ¢ € (a,b).
b: = Si f'(¢) <0, para todo ¢ € (a,b), entonces [ es decreciente en
[a, b].
» Si f es decreciente en [a, b], entonces f'(c) < 0 para todo ¢ € (a,b).

Demostracién: Dejamos b) como ejercicio, se hace de la misma manera
que la parte a).
Sean z < y elementos de [a,b]. Por el Teorema de Valor Medio existe

¢ € (z,y) de modo que

fly) = f@) = fe)y—=z) > 0.
La desigualdad se tiene ya que por hipdtesis f/(c¢) > 0. Luego, despejando,
fy) > f(z).

Por otro lado sea ¢ € (a,b). Si f es creciente, entonces mirando signos

para $>C7 MZO'
T —c

para z<e, 1 =Dy
T —c

Por tanto

PO (Y (C R

r—c T —cC -
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Ejemplo. 2. Consideramos la funcién f(z) = L. Derivando f'(z) = ;—21 <
0, para todo x € R\{0}. Luego, aplicando el Teorema anterior, la funcion es
decreciente en la semirecta (—00,0) y en la semirecta (0,00). Observemos
que la discontinuidad en el punto = 0 nos impide afirmar lo mismo en

todo el dominio de la funcion R\{0}.

/3

FIGURA 2. Funcién mondtona decreciente.

Estudio de la convexidad de una funciodn.

Antes de comenzar veamos otra forma de escribir los ntimeros de un in-

tervalo cerrado.
Lema. 1.
[a,b] ={ceR : c=aa+ (1 —a)b, paraalgin «€]0,1]}

Si c=aa+ (1 — a)b, para « € [0, 1], decimos que ¢ es una combinacién
convexa de a y b.
Demostraciéon: Si ¢ = aa + (1 — a)b, entonces ¢ = b — a(b — a) < b. Por
otro lado c =a+ (1 — a)(b—a) > a, luego ¢ € [a, b].

Por otro lado si ¢ € [a, b]

FIGURA 3. centre a y b.

entonces
b—c c—a
b

:b—aa+b—a '

h—
Es claro que 0 < bic <1y ademés
—a

C

b—c¢ c—a

b—a b—a
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O
Con la nocién de combinacién convexa es mas facil entender los conceptos

de convexidad y concavidad de una funcién.

Definicién. 2. Sea f : [a,b] — R una funcidn. Se dice que la funcion es

convexa en [a,b] si para todo z,y € [a,b] con x <y se tiene que

floz+ (1 —a)y) <af(z)+ (1 —-a)f(y)

para todo « € [0,1].

Observemos que

af @)+ (1-a)f) = alf @)~ F)+ 1) = LT ooy 4 1)
— T ZT) s 4 (1= )] =) + 1) = vl + (1= )

donde r es la recta que une los puntos (z, f(x)) y (y, f(y)).
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FicurA 4. Funcién convexa.

Observacién. 2. Un funcién f : [a,b] — R es conveza si y solo si su grdfica
en el intervalo [x,y] queda por debajo de la recta que une los puntos (z, f(z))

y (y, f(y)), para todo x,y € [a,b] con z < y.

Definicién. 3. Sea f : [a,b] — R una funcion. Se dice que la funcion es

concava en [a,b] si para todo x,y € [a,b] con x <y se tiene que

flaz+ (1 —a)y) > af(z) + (1 —a)f(y)

para todo « € [0, 1].

Obsevemos que
01 (2) +(1-0)(y) = ol (a) — ) + 1) = TEL = TW)

iy (alz—y))+ fy)
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— TOZT) s 4 (1= )] =) + 1) = vl + (1= )

donde r es la recta que une los puntos (z, f(x)) y (y, f(y)).
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F1GURA 5. Funcién concava.

Observacién. 3. Un funcién f : [a,b] — R es concava si y solo si su

grdfica en el intervalo [z,y] queda por encima de la recta que une los puntos

(z, f(2)) y (y, f(y)), para todo x,y € [a,b] con x < y.

Como en el caso del crecimiento, una funcién puede ser concava en parte
de su dominio y convexa en la otra parte. La forma de descubrir la forma de

la funcién es mirar el signo de su derivada segunda, siempre que ésta exista.

Teorema. 2. Sea f : [a,b] = R una funcion derivable.
a: = f es convexa en [a,b] siy solo si f' es creciente.
» Siexiste f'' y f” >0 en [a,b], entonces [ es convexa en [a,b].
b: = f es concava en [a,b] si y solo si f' es decreciente.

w Siexiste "'y f” <0 en [a,b], entonces f es concava en |[a,b].

Demostracién: a) El siguiente dibujo nos debe convencer de que la conve-

xidad es equivalente al crecimiento de la derivada.

Ficura 6. Demostracién sin palabras.

La prueba formal es un poco més engorrosa y no la vemos.
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Ahora si existe la derivada segunda f” y es positiva, entonces la funcién
derivada f’ es creciente y por lo anterior la funcién es convexa.

El apartado b) es andlogo al anterior [

Ejemplo. 3. Sea f(z) = 2. Asi f'(z) = 2z. Luego la funcién decrece en
(—00,0) y crece en (0,00). Ademds f"(x) = 2 > 0, luego la funcién es

convexa en toda la recta.

FI1GURA 7. Funcién convexa.

2
Ejemplo. 4. Sea f(z) = {/b*(1 — %), donde © € [0,a]. Esta funcion es
a
decreciente y concava.
Demostracién: Derivando
-1 2zb?

fl(z) = N

24/0%(1 — 25)
Esta derivada es negativa si z € (0,a) y por tanto la funcién decrece. Obse-
vemos que f'(0) =0y que lim,_,,- f'(z) = —oc.

Volviendo a derivar

iz 1 P
T2 3 N
-y @1 - %))

que es negativo si x € (0,a). Por tanto la funcién es concava [

S

| * o

F1GurA 8. Funcién concava.
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Ejercicio. 1. Sea f(z) = senz para x € [0
f(b

,7|. Se toman zg,a,b € [0, 7],

con zg < a < b. Prueba que f'(zo) > l)) fla )
a

Demostracién: La funcién f(z) = senz > 0 para z € [0,7]. Ademds es

una funcién concava ya que f'(z) = cosz y f"(z) = —senz < 0.
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FigurA 10. Teorema del Valor Medio.

Como la funcién es concava su derivada es una funcién decreciente y por

tanto como zg < a < ¢ < b se tiene que

f'(zo) = f'(c) =
O
Puntos Criticos.
El signo de la derivada y de la derivada segunda de una funcién nos da
informacién de la misma. También lo hacen los puntos donde estas derivadas

se anulan.

Definicién. 4. Sea f: R — R una funcion derivable.

a: Se dice que un punto xg € Domf es un punto critico de f si

(o) = 0.
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b: Dado un punto xo € Domf se dice que es un punto de inflexion

de f si existe § > 0 de modo que

[ es conveza en (xzg — ,x0)

f es concava en  (xg,x0 + 0)

o diceversa.

Observacion. 4. = Los puntos criticos de una funcién son candidatos
a mdximos o minimos relativos de la funcidn, y por tanto puntos
donde puede cambiar el crecimiento de la funcion.

= Los candidatos a puntos de inflexion son los puntos criticos de la

funcidn derivada (es decir, si existe ", los puntos xg para los cudles

f"(@0) =0).

Teorema. 3. Sea una funcion f : [a,b] — R continua en [a, b] y supongamos
que existe f" en (a,b).
a: = Sea xy € (a,b) son f'(xo) =0y f'(x0) > 0, entonces zg es un
minimo local.
» Sea z9 € (a,b) son f'(zo) = 0 y f"(x0) < 0, entonces xg es un
mdzimo local.

b: Sea xy € (a,b) un punto de inflexién de f, entonces f"(xg) = 0.

Demostracién: a) El signo de la derivada segunda hace referencia a la
forma de la grafica y de ella podemos deducir si el punto critico zg es un

maximo o un minimo.
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F1GuraA 11. Demostracién sin palabras.

La demostracién rigurosa la veremos en el Tema de Aproximacion Po-
linémica.
b) Por el Corolario a la Regla de L’Hopital sabemos que
lim f"(z) = f"(z0) ¥ 1im+ "(z) = f"(z0)-

iE—)J)O I—)l‘o
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Si f es convexa en (xg—0,xg), entonces [’ es creciente y por tanto f”(z) >
0 para = € (zo — 0, o).

Si f es concava en (xg,zo + ¢), entonces f’ es decreciente y por tanto
f"(z) <0 para z € (xg — 9, z0).

De lo que se deduce que necesariamente f”(z¢) = 0. El argumento es el

mismo si f es concava en (zg — d, ) y convexa en (xg,zo + 9)
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FIGURA 12. Punto de inflexidn.

O
El Teorema anterior es util para localizar puntos de inflexién. La derivada
segunda no es muy determinante sin embargo para determinar en la practica

los extremos locales. Es més rapido y facil determinar el signo de f’.
Ejemplo. 5. Consideramos la funcion f(z) = z3. ;Qué ocurre en x = 07

Demostracién: f'(z) = 3z2. Luego en x = 0 tenemos un punto critico.
Como f’ > 0, la funcién siempre crece, luego £ = 0 no es ni un maximo ni
un minimo. Ademds f”(z) = 6z. Asi f"(z) < 0siz <0y por tanto [ es
concava en (—o0,0). Como f"(z) > 0 si 2 > 0, por tanto f es convexa en
(0, 00).

FiGurA 13. z = 0 punto de inflexién.
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Ejemplo. 6. Consideramos la funcién f(z) = x*. ;Qué ocurre en x =07

Demostracién: f/(z) = 423, asi f' <0siz <0y f' > 0siz>0. Luego f
decrece en (—00,0) y crece en (0,00). Luego en el punto critico z = 0 solo
puede haber un minimo.

Por otro lado f”(z) = 1222 > 0, luego la funcién es convexa en toda
la recta. En el punto z = 0, aunque f”(0) = 0 no tenemos un punto de

inflexién.
’ 'j H: by b

|
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FiGura 14. f”(0) =0, pero no es un punto de inflexién.
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