ELEMENTOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

E.D.O. LINEALES DE ORDEN SUPERIOR.
ESTRUCTURA DE LAS SOLUCIONES.

La ecuacién lineal de 1° orden
2'(t) = a(t)z(t) + b(t),

vimos que sus soluciones tenian una estructura lineal. Todas las E.D.O.
lienales, incluidos los sistemas de E.D.O. lineales, comparten nombre

por la estructura lineal de sus soluciones. En concreto:

Teorema 1. (de Estructura de las Soluctones) Sean p; : [t,t2] —
R funciones de variable real continuas para i = 0,1,....n — 1. Sea la
E.D.O. lineal de orden n homogénea

Y () + Paa (DY V(@) + o ()Y (1) FpoB)y(t) =0 (2)

Se define S como el conjunto de todas las soluciones de la E.D.O.
Se tiene que:

= S es un subespacio vectorial del espacio de las funciones conti-
nuas Clty, ta].
» La dimension algebraica de S es dimS = n.

Demostracion: (Ejercicio) Por el Teorema de Existencia y Unicidad
sabemos que S es no vacio. Ademés si y € S, su dominio es todo [ty, to]
e y es derivable, por tanto continua. Asi y € C[t1,ts] vy S C Clty, to].
El espacio de las funciones continuas sobre el intevalo cerrado [¢;.t5] es
un espacio vectorial como sabemos. Ahora tenemos que ver que para
todo yy,y2 € S y para todo a, f € R se tiene que

ay, + Py € S.

Para ver que la dimS = n, se considera las soluciones tinicas de los
problemas de Cauchy
YO () + Paa1 (Y™ V() + o+ pr(B)Y (1) + po(ty(t) =0 (x)
y(to) = 0, ceny yj(to) = 1, ...,yn_l(to) =0 ’
7 =0,1,...,n—1. Hay que ver que estas n soluciones son independientes

y forman una base de S (para ello hay que usar la unicidad de soluciones

de la E.D.O.) 0
1



2 C. RUIZ

Teorema 2. (de Estructura de las Soluciones) Sean p; : [t,ts] —
R funciones de variable real continuas para i = 0,1,...n—1 y f :
[t1,t2] — R wuna funcién continua conocida. Sea la E.D.O. lineal de

orden n mo homogénea

Y () + paa )y V() + o+ (DY () + po(t)y(8) = £(8) (1),
Se define S’ como el conjunto de todas las soluciones de la E.D.O.
Se tiene que:

S'={w+y : yes}
donde yy es una soluciéon particular de la E.D.O. no homogénea
(1) y S es el conjunto de soluciones de la E.D.O. lineal homogénea
asociada (2).

Demostracion: (Ejercicio) yo € S’ es una solucién concreta. Lo que
hay que ver es que S’ es un espacio afin sobre el espacio vectorial S.
Ver que si y; € 5, entonces y; — yg € S O

Observacion 1. La estructura lineal de la ecuaciones lineales, también
de los sistemas de E.D.O. lineales que veremos mds adelante, nos lleva

al siguiente esquema para encontar todas sus soluciones:

» resolver el problema homogéneo asociado, encontrar S. Solucion
general de la homogénea.

s Encontrar una solucion particular del problema no homogéneo.

» La suma de las dos soluciones anteriores nos da la solucion
general del problema no homogéneo.

= Por dltimo, si tenemos condiciones inciales, se introducen en la
solucion general para hallar la dinica solucion que verifica

las condiciones iniciales.
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