
ELEMENTOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

E.D.O. LINEALES DE ORDEN SUPERIOR. FUNCIONES

LINEALMENTE INDEPENDIENTES.

La estructura lineal de las soluciones de una E.D.O. lineal hace necesa-

rio tener una herramienta para determinar cuando unas funciones son

linealmente independientes o no. Esta herramienta es el Wroskiano.

Sea

Cn−1([t1, t2]) = { f : [t1, t2]→ R : existen f ′, f ′′, ..., fn−1) continuas },

el espacio vectorial de la funciones (n − 1)-veces derivables con conti-

nuidad sobre el intervalo [t1, t2].

Definición 1. Dadas y1, y2, ....., yn ∈ Cn−1([t1, t2]) funciones (n − 1)-

veces derivables sobre el intervalo [t1, t2, se llama Wroskiano de tales

funciones a la función

W (x) = W [y1, y2, ......yn](x) =
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El Wroskiano sirve para determinar la dependencia lineal de n fun-

ciones.

Proposición 1. Si y1, y2, ......yn ∈ Cn−1([t1, t2]) son n funciones li-

nealmente dependientes, entonces la función Wroskiano es nula

W (x) = W [y1, y2, ......yn](x) = 0 para toda x ∈ [t1, t2].

Demostración: Ejercicio �

La relación del Wroskiano con las E.D.O. lineales de orden superior

es la siguiente.

Proposición 2. Sean pi : [t1, t2]→ R funciones de variable real con-

tinuas para i = 0, 1, ..., n − 1. Se considera la E.D.O. lineal de orden

n

yn)(t) + pn−1(t)y
n−1)(t) + ....+ p1(t)y

′(t) + p0(t)y(t) = 0.
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Si y1, y2, ..., yn son n soluciones de la E.D.O., entonces estas funcio-

nes son linealmente independientes si y solo si

W (x) = W [y1, y2, ......yn](x) 6= 0 para toda x ∈ [t1, t2].

Demostración: Ejercicio Hay que usar el Teorema de Existencia y

Unicidad de soluciones �

Cuando tomamos un Wroskiano de funciones que no son soluciones

de una E.D.O. lineal, este nos puede engañar.

Ejercicio 1. Encuentra dos funciones linealmente independientes cuyo

Wroskiano sea nulo.

Ejemplos 1. Veamos algunos ejemplos de funciones linealmente inde-

pendientes. Más adelante veremos que son soluciones de E.D.O. lineales

de orden superior y coeficientes constantes.

1. {1, x, x2, ..., xn} para n ∈ N.
2. {ek1x, ek2x, ..., eknx} con ki 6= kj si i 6= j.

3.

{ek1x, xek1x, ..., xn1ek1x, ek2x, xek2x, ..., xn2ek2x, .....

..., ekrx, xekrx, ..., xnrekrx}
con ki 6= kj si i 6= j.

Demostración:

1. Tomando el Wroskiano, nos sale un determiante (n+1)× (n+1)

W [1, x, ...., xn](x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x x2 · · · xn
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= 1×2×3!× ...×n! 6= 0

para todo x. Luego por la Proposición 1 las funciones no pueden

ser dependientes.

2. Tomando el Wroskiano:

W [ek1x, ek2x, ..., eknx](x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
ek1x ek2x · · · eknx
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ek1xek2x....eknx
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...

...
kn−11 kn−12 · · · kn−1n

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

como este último es el determinante de Vandermonde

ek1xek2x....eknxΠ1≤i<j≤n(ki − kj) 6= 0



APUNTES E.D.O. 3

ya que ki 6= kj si i 6= j.

3. Vamos a probar algo más general. Si P1(x), P2(x), ...., Pn(x) son

n polinomios en x, entonces

P1(x)ek1x, P2(x)ek2x, ...., Pn(x)eknx

son independientes si ki 6= kj si i 6= j. Claro, si existen λ1, λ2, ..., λn

y λn 6= 0 con

0 = λ1P1(x)ek1x + λ2P2(x)ek2x + ....+ λnPn(x)eknx

entonces

Pn(t) =
n−1∑
i=1

λi
λn
Pi(x)e(ki−kn)n,

lo cual no es posible. Si derivamos Pn, tantas veces como su grado

más uno, éste desaparece; no lo hace en cambio el término de la

derecha.

Para terminar, observemos que si existen λ1, λ2, ..., λn no todas

nulas con

0 = λ1e
kx + λ2xe

kx + λ3x
2ekx + ....+ λnx

n−1ekx =

ekx(λ1 + λ2x+ λ3x
2 + ....+ λnx

n−1).

Lo que implica que

λ1 + λ2x+ λ3x
2 + ....+ λnx

n−1 = 0,

y esto solo es posible si λ1 = λ2 = ... = λn = 0.

Observación 1. En los ejemplos anteriores solo hemos utilizado que

ki 6= kj si i 6= j. Aunque de momento no tenga mucho sentido, los

valores de ki pueden ser números complejos. Más adelante indicaremos

que significa eKz con K, z ∈ C y veremos como utilizarlo en nuestro

estudio de E.D.O. lineales.
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