ELEMENTOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

E.D.O. LINEALES NO HOMOGENEAS. VARIACION DE
LAS CONSTANTES.

Dada la E.D.O. lineal no homogénea, con coeficientes continuos,

Y (8) + paoa By V() e+ pr ()Y (1) + po(8)y() = f(1),

los Teoremas de Existencia y Estructura nos dicen que la solucién ge-

neral de este problema es de la forma
y(t) = yo(t) + Z Ky (t) para todo  K; € R,
i=1

donde gy es una solucién particular de la E.D.O y {y;(¢)}", son n
soluciones linealmente independientes de la E.D.O. homogénea
asociada. Ahora, ;jcomo calculamos una solucién particular yo? Tene-
mos un método general como en el caso de la E.D.O. lineal de primer
orden: Método de Variaciéon de las Constantes.

Observacion 1. = Formalmente el Método de Variacion de las
Constantes siempre funciona, aunque los cdlculos pueden ser
"horribles”.

s n el caso de E.D.O lineales de coeficientes constantes te-
nemos otros dos métodos para encontrar soluciones particulares
que pueden ser mds sencillos que el método de variacion de las
constantes:

e La Transformada la Laplace, que es una forma unificada
de tratar todos los problemas lineales con coeficientes cons-
tantes siempre que el término independiente f sea una fun-
cion "razonable” (las que aparecen en Ingenieria). La Trans-
formada de Laplace la veremos unos Temas mds adelante.

e Para funciones f de la forma

f(t) = eM[P(t) cos Bt + Q(t) sen 3]
donde P y Q) son polinomiosy o, € R, se pueden "pro-

bar” con soluciones particulares yo parecidas a f. Esto lo

veremos en la leccion siguiente y es especialmente util.
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METODO DE VARIACION DE LAS CONSTANTES.

Si conocemos {y;(t)}?.; n soluciones linealmente independien-
tes de la E.D.O. homogénea asociada a la E.D.O.

Y () + paca 0y V(@) e+ ()Y (1) + po(8)y() = f(1),

podemos probar una solucion particular del tipo

= Z Ki(t)yi(t)

donde {K;}, son funciones por determinar. Derivando
= Z Ki(t)y;(t)—i-z K!(t)y;(t), forzamos que Z K!(t)y;(t) =0,
— — i=1
derivando

ZK ZK’ yi(t), forzamos que ZKZ’(t)y;(t) =0,

i=1

) = SR YD KO0, forzamos aue Y Kie)i?6) = 0
i=1 =

=1

y por ultimo, derivando

=D Kt () + 3 Ki(t)

Ahora, entrando en la E.D.O. con g, y su derivadas y forzando a que
sea solucidn, se tiene que

ZK +ZK’ "0+ Y 0 K0 0] = 1)

Reordenando los términos, tenemos que

ZK’ WD +ZK w4 paati ™+ oy + poyi] = F(8),

como cada y; es una solucion de la homogéa, nos queda

>_Kiy V) = 1)

Esta condicién junto con las otras condiciones, que hemos forzado con
respecto a las funciones K;(t), nos dan el siguiente sistema algebraico
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de n ecuaciones y n incégnitas (las funciones K7)

Z?:l Ki(t)y(t) = 0
SR = 0
SR = 0

STUKIy V() = f()

cuyo determinante de los coeficientes es

R

1 AG (¢

’ : ' ! : = Wly1, y2, .., yn)(t) # 0,
O B G R ()

el Wroskiano de las soluciones linealmente independientes (y;) de la
homogénea, por tanto no nulo para todo ¢ (ver leccién sobre Inde-
pendencia Lineal). Asi, el sistema tiene solucién tnica para cada t, y

usando la Regla de Cramer, tenemos que

n—l) n—l)
N O R (R .
Kl(t) N W[ylvaa 7yn](t) B 1,27 S

Si f es una funcién continua, dado que las (y;)", lo son, entonces las

funciones K también son continuas y por el Teorema Fundamental del

Calculo existe una primitiva suya

yl(t) e 0 e yn(t)
nfl) "*1)
N B - oy
kip= [ L0 0 i ],
W[yh Y2y -y yn](t)
para i =1,2,...,n. Con esto encontramos las { K;}!" , buscadas O

Observemos que las funciones K;(t) no dependen de los coeficien-
tes p;(t) de la ecuacién. Ahora, necesitamos que las p; sean funciones
continuas para asegurar (por El Teorema de Existencia) que podemos
encontrar n soluciones y; linealmente independientes.

Al final del Tema, veremos la conexién entre ecuaciones lineales de
orden n y los sistemas de E.D.O lineales de orden uno. Al estudiar
sistemas veremos que este Método de Separacion de Variables es un

caso particular del Método de Separacién de Variables para sistemas.

Ejemplo 1. Queremos encontrar la solucion general del problema

y' +y=a>—x+1.
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Demostracidn: La ecuacién caracteristica es A2 +1 = 0, luego
A = = son sus raices. Por tanto la solucién general de la E.D.O.
homogénea asociada es

y(r) = Kjcosx + Kysenx donde Ky, Ky € R.

Tenemos que las dos funciones {cosz,senz} forman una base del con-
junto de soluciones de la E.D.O. homogénea asociada. Ademas

COS T senx
—Ssenr Ccosx

=cos’r +sen’x = 1.

W cos z, sen z](z) = ’

Para encontrar una solucién particular y, del problema no ho-
mogéneo, usamos el Método de Variacion de las Constantes. Pro-

bamos una solucién de la forma:
yo(x) = Kq(x) cosx + Ky(x)senwx.

Ahora, podemos reproducir el método o usar las férmulas finales (esto
es lo que hacemos aqui).

Ky(x) = /

integrando por partes

0 senx
3 —x+1 cosx

T = /—x3 sen x+x sen r—sen rdxr =

2 cosx — Txcosx + cosx — 3x?senz + 7sen x.

COS T 0
dr = | 2 cosz—x cos x+cos xdr =
—senz 3 —x+1

integrando por partes

2Psenx — Trsenz + senx + 3z cosx — 7 cos .

Luego
yo(x) = Kq(x)cosx + Ky(z)senx =
(z° cosw — Tx cosx + cos v — 3 senw + 7sen x) cos v+

(zsenz — Twsenz + senz + 32° cosw — 7cosx) senx =
a2 —Te+1].

Comprueba que esta es una solucién particular del problema (que no
hemos cometido errores en los cdlculos).

Ahora la solucién general del problema es

y(z) = 2*—Te+1+ K, cos v+ Kysen x donde K, Ky, eR O
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Proposicién 1. (Principio de Superposicion ) Sea una E.D.O. lineal

de orden n
() YO FPaa (DY () 4D ()Y () +po(y () = Z a; f;(t)

donde a; € R y f;(t) son funciones conocidas para todo j =1,2,...N.

Si para cada j =1,2,...N, y;o es una solucion particular del problema

Y (@) + o (Y@ + e o (Y () + po(By(t) = f(8),

entonces
N
Yo = Z a;y;o(t)
j=1

es una solucion particular del problema (x).

Demostracion: Ejercicio 0
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