ELEMENTOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

SISTEMAS DE E.D.O. LINEALES DE PRIMER ORDEN.

Consideramos una funcion:
f o Ja, b xR* — R"
(t,x1,.yxn) — f(tz,nxn) = (filt,zr,nxy), o ot 2, o x,))
de modo que para cada 7 = 1,2, ...,n, la funcion componente f; sea
lineal, es decir

filt,wy, o mn) = aig(t)z; + bi(t) =
Jj=1

ai71(t)l’1 + ai72(t)$2 4+ ...+ am(t)mn -+ bz(t),
donde a;;, b; : [a,b] — R son funciones reales de variable real. En
estas condiciones, la funciéon f se puede escribir de forma matricial

ara(t) oo ag(t) oo aua(t) T by (t)
f(t, L1y eeeny ,In) = a;1 (t) Tt Q4 (t) s am(t) —+ .
an,i(t) . an,;-(t) e am;(t) Tn by (1)

De forma reducida
f(t,x) = (aij(t)r +b(t) = A(t)x + b(t).

Definicién 1. Denotaremos por:

w A(t) = (a;;(t)) € Myxn(Cla,b]) a las matrices cuadradas de

orden n cuyas entradas a; ; son funciones continuas
Qi j: [a,b] — R

para todo 1,5 =1,2,....n.
w b(t) = (bi(t)) € Myux1(Cla,b]) a los vectores de orden n cuyas

entradas b; son funciones continuas
b; : [Cl, b] —R
para todo i =1,2,....n.
Con esta notacién matricial damos las siguientes definiciones.

Definicién 2. Dadas funciones a; j, b; : [a,b] = R parai,j=1,2,.n.
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» Se llama sistema de E.D.O. lineales de primer orden al
sistema de E.D.O.

'(t) = A(t)x(t) + b(t) ()

» Una solucion del sistema () es toda trayectoria x : J C
[a,b] — R, sobre un dominio J del intervalo [a,b], que verifica
las ecuaciones (x).

» Se llama sistema de E.D.O lineales homogéneo asociado
al sistema (x):

/() = A()x(t),
(sistema lineal donde b(t) =0).

» Se llama problema de Cauchy o de wvalor inicial del pro-

blema lineal (%) al problema:
() = A(t)x(t) + b(t
{x(% — A0+ ) -

donde ty € [a,b] fijo y xy € R™.

Observemos que la notacién @' = A(t)x + b(t), siempre que sea claro

el orden de la matriz A, es mas liviana que escribir:

)\ ara(t) - ari(t) - an(t) 71 (t)
o (t) : : : (1)
' = @) - ) o aia(l) E +
za(t) an;(t) an,;(t) am;(t) za(?)

Los sistemas lineales
z'(t) = A(t)z(t) + b(t) (1)
los escribimos de la forma
2'(t) = Ax(t) + b(t) (2)

cuando A € M, «,(R), cuando todas las entradas de A = (a;;) son

constantes.

Observacion 1. » Para los sistemas lineales generales (1) tene-
mos una teoria que veremos en lo que sigue y en la siguiente
leccion.

» Para los sistemas lineales de coeficientes constantes (2)
podemos ademds encontrar las soluciones explicitamente.
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Ejemplo 1. Se considera el sistema

(hz 7 =()-(2 )G

sSon las trayectorias r(t) = (ef,e™") y s(t) = (7", e™") soluciones del
sistema?

Vamos a hacer la comprobacion.

o= ) A8 )8 ) =)

Luego r no es solucion del sistema. Por otro lado

o (et (0 -1 e\ [ —et
so=(Z) = (4 ) ()= (2
s sl es solucion del sistema.

Los sistemas lineales son maés sencillos y tienen mejores propiedades

que los sistemas generales.

Lema 1. Sean funciones a;;, b; : [a,b] = R continuas para i,j =
1,2,..n. La funcion lineal f(t,z) = A(t)x + b(t) es Lipschitziana en la

"
T .

Demostracion: De la continuidad se sigue que existe M > 0 de modo
que |a; ;(t)| < M para todo t € [a,b] y todo 4, j. Considerando en R™

la norma infinito:
|2l = maz{|z| : i =1,2,...,n}

para z = (z1,...,2,) € R, y de forma similar la norma de una matriz

A(t); entonces

1F(t,2) = F(t9)llee = [[AW)7 = A)ylle = [[AD) (2 = y)[|0 <

de las definiciones de producto de matrices y de norma infinito se tiene

la desigualdad
nl[Alllz = Yl < nM|lz —ylloe O

Las buenas propiedades de las funciones lineales hace que tengamos
un Teorema de Existencia y Unicidad més potente en el caso de siste-
mas de E.D.O. lineales. Usando el Teorema de Existencia y Unicidad

general (ver la leccién anterior) y este tltimo Lema, tenemos que:

Teorema 1. (de Ezistencia y Unicidad)Sean funciones a;j, b; :
la,b] — R continuas para i,j = 1,2,..n. El problema de Cauchy:

{x’(t) = A(t)x(t) + b(t)

ZL‘(to) = Zo
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donde ty € [a,b] fijo y xo € R™, tiene una tunica solucidn x(t) cuyo

dominio es todo el intervalo [a,b].

Por 1ltimo vamos a escribir los sistemas de E.D.O. lineales en forma
integral. Forma que se utiliza para hacer la prueba del Teorema ante-
rior. También nos sera 1til cuando encontremos las soluciones explicitas
de los sistemas homogéneos con coeficientes constantes.

/ — A
Dado el sistema { ; (t) (B)(t) +b(t)

(to) = o
do (componente a componente)

(%), integran-

/t:v'(s)ds:/ A(s)x(s)—l—b(s)ds@x(t)—x(to):/ A(s)x(s)+b(s)ds

to to
lo que nos da la forma integral del sistema

z(t) = xo + /t A(s)x(s) + b(s)ds O

Observemos que si a una trayectoria y la tranformamos en otra, que
llamamos g, definida por

g(t) =zo + / A(s)y(s) + b(s)ds.

to
Entonces resolver el problema de Cauchy (xx) es equivalente a en-

contrar un punto fijo en la transformacion anterior. Esta observacion
se usa en la prueba del Teorema de Existencia y Unicidad.
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