ELEMENTOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

SISTEMAS NO HOMOGENEOS. METODO DE
VARIACION DE LAS CONSTANTES.

Dado un sistema de E.D.O. lineal no homogéneo:
r(t) = Alt)z(t) +b(t) (%)

donde A(t) y b(t) son continuas de orden n; si consideramos ¢(t) una
matriz fundamental del problema homogéneo asociado

2'(t) = A(t)a(t)

y 2,(t) una solucién particular del problema no homogéneo (x), en-

tonces la solucién general del problema no homogéneo (x) es
x(t) = P(t)c + xp(t) para todo ceR",

como nos dice el Teorema 1 de la leccién anterior.
La pregunta que nos hacemos ahora es jcomo encontrar z, cono-
cida ¢? La respuesta es:

Teorema 1. Método de Variacion de las constantes. Sea un

sistema de E.D.O. lineal no homogéneo:
2'(t) = A(t)z(t) + b(t) (%)

donde A(t) y b(t) son continuas parat € [a,b] y de orden n. Sea ¢(t)
una matriz fundamental del problema homogéneo asociado

2 () = A(t)z(t).

Entonces una solucion particular x,(t) del sistema (x) viene dada por
t
2(t) = o(t) / 6 )b(s)ds  para  fo,t € [a,b)]
to

Demostracion: En este caso, la prueba es mas importante que
el enunciado, ya que nos da el método para llegar a la solucion
particular.

Consideramos
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donde ¢(t) es una trayectoria sobre R™ por determinar. Supondremos
que ¢(t) es derivable y que y(t) es una solucién del sistema (). Enton-
ces, usando el Lema 1 de la leccion anterior.

y(t) = ¢(t)e(t)
y'(t) = ¢t)ect) +o(t)c ).

Ahora entrando en el sistema () con y(t) y forzando a que sea solucién:
¢'(t)e(t) + ¢(t)c (1) = A)[p(E)c(t)] + b(?).

Como ¢ es una matriz fundamental se tiene que ¢’ = A(t)¢, luego la
igualdad anterior queda

o(t)c'(t) = b(t).

Como ¢ es una matriz fundamental, existe ¢~1(¢) (ver la Proposicién

1. de la leccion anterior) y asi podemos despejar ¢’

d(t) = o7 ()b(t).
Ahora ¢~ () y b(t) son continuas ( b por hipétesis y ¢! por el Teorema

de la Funcién Inversa). Integrando componente a componente, se puede
definir ¢(t) por

c(t) = /¢_1(t)b(t)dt.

Para esta ¢, por su eleccién, se verifica que:
lt) = ol0) [ 67 s
0
es una solucién particular del sistema (x) O
Corolario 1. Sea el problema de Cauchy:
2'(t) = A(t)x(t) + b(t) (xx)

l‘(t()) = X9
donde A(t) y b(t) son continuas para t € [a,bl], ty € [a,b] y o € R".
Sea ¢(t) una matriz fundamental del problema homogéneo asociado

2 (t) = A()x(t).

La solucion general del problema de Cauchy (xx) viene dada

por:
£(t) = B(t)b(to) 0 + (1) / 671 (s)b(s)ds.

Mejor que aprenderse la férmula anterior es retener el procedimiento
para llegar a ella.
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Ejemplo 1. Consideramos el problema no homogéneo:
@ = -y +t
y = —x -3
Para calcular su solucién general, primero buscamos una matriz fun-
damental del problema homogéneo:
= —y
y = —x

o= (0 )

(Ver Ejemplo 1 de la leccién anterior). En las lecciones siguien-

Por ejemplo

tes veremos como calcular esta matriz ¢. Ahora |¢(t)] = =2y

podemos calcular la inversa:

P = ( :1/22 —it—/tQ/Q ) |

Usando el método de variacion de la constantes, intentamos una solu-

cion del tipo:

y llegamos a que

(c1(t), ea(t)) = / ( :_tt//Z2 _f_/t2/2 ) ( _153 ) dt =

( /tet/Q — 3e'/2 dt, /te_t/Q +3e7"/2dt) =
integrando
((te' —eh) /2 —3e" /2, (—te" —e")/2—3e7"/2) =
(te'/2 —2e', —te /2 —2e7").
La solucion parcicular buscada es:
wo-( %) (L) -(3)
Ya estamos en condiciones de dar la solucion general de este problema

no homogéneo:

(o )= (e ) ()= (31)

para todo ( @ ) e R? O
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