ELEMENTOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

DETERMINACION EXPLICITA DE LA EXPONENCIAL
DE UNA MATRIZ

Dada una matriz A € M, x,(R), matriz cuadrada de orden n y de
coeficientes reales, se define su exponencial e? por:

oo Ak
€A = Z ﬁ
k=0

Se tiene el siguiente Teorema:

Teorema 1. : El sistema de E.D.O. ' = Az, donde A € M, x,(R),

tiene por matriz fundamental a

0 Akyk
A At
et = —_—.
k!
k=0

s .z . . 2
Ademds la sucesion de funciones vectoriales Xy : R — R"

N Akt
XN(t) :ZT — et

k=0

converge uniformemente sobre todo intervalo [a,b] C R.

La pregunta que nos hacemos es como podemos hacer el célculo

efectivo de estas exponenciales.

A0 0 - 0
0 X O 0

Ejemplo 1. Sea la matriz diagonal J = : Do
0
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Moo 0 0
0 XN o0 0
En este caso sencillo, como J*¥ = : , €S
0
0 )\
facil ver que
St 00 0
o0 )\étk
0 k=0 k0 0
ejt — . . E p—
0
oo AEtk
0 k=0 "kl
et 0 o --- 0
0 e 0 0
0
0 eint

La forma sencilla de calcular potencias de una matriz es calcular
las potencias de su matriz de Jordan asociada. Recordemos que da-
da una matriz cuadrada A, siempre se puede encontrar una matriz J

semejante a A, es decir que existe una matriz () regular con:

A=QJIQ7,
donde esta matriz de Jordan J tiene muchos ceros (ver el apéndice

sobre la matriz de Jordan).

Es facil ver por induccién que para todo k € N

AP =(QJIQ™N = (QJIQ M HQIQ™) = (QJFQTHQIQT) =QJFQ ™.
Asi

N ARk N QJQ 1 )ktk N gkik - .
K -3 k!) =Q) Tt eden

k=0

Xn(t) =

k=0

El dltimo paso que hemos dado, el paso al limite, se sigue del primer

paso en la prueba del lema siguiente.

Lema 1. (Ejercicio por induccion.) || A*||. < nF||A|%, para toda ma-
triz A € Mpwn(R) y todo k € N.

Usando el Lema

Jt—1 Jt—1 Y Jktk —1
Qe Q™" — Xn(t)||oe = [|Qe™"Q _Q;TQ oo =
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o R ) . N
10" =3~ 70 e < QI QM el Y- T lloe = ncc 0.

k=0 k=N+1

De forma general tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 1. Sean A y B dos matrices cuadradas n X n.

A: Si A y B cumplen que
AQ = @B,

entonces Q) = Qet®.

B: Si ademds conmutan, es decir si AB = BA, entonces para todo
t € R se verifica que

1. e4B = BetA.
2 et(A+B) — 6tAetB_

Demostracion: A) Dado que AQ = @B, es facil probar por induc-
cion que
A*Q = QB* para todo k € N.

Por otro lado, usando el lema anterior

N Lo N L
e Q=Xn (D)@l = 11( )@l = nll@ll( > 7 Ml =0
k=N-+1 k=N+1
uniformemente.
Asi
N 4k Ak N OBk
Q= lim — K zhoo; Qk:! = Q"

B) (Ejercicio) 1) Hay que usar A) para AB = BA (donde B hace el
papel de Q).

2) eA*+B) es una matriz fundamental del sistama 2’ = (A + B)z. Se
comprueba , usando A) y B) 1), que eeP! también es otra matriz

fundamental. Después se concluye usando la unicidad de soluciones
OJ

Observacién 1. La unicidad de soluciones nos permiten también saber

que eAt3) = eAteAs parg todo t,s € R.

Corolario 1. Sean A y B matrices cuadradas n X n.

A: Si A y B son matrices semejantes, es decir si existe () matriz
reqular tal que A = QBQ™!, entonces

eAt — QGBtQ_l.
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B: e A = Ae? para todo t € R. En particular, considerando de-

rivadas,
(At = Aedt = At A
C: Si AB = BA, ambas matrices conmutan, entonces eT8 =
efeb.

Demostracion: (Ejercicio).

Ejemplo 2. Ejercicio. Encuentra matrices cuadradas n xn (las mds
sencillas serdn 2 x 2) A y B de modo que

A £ AP,

Aplicacion a los sistemas lineales de E.D.O. de primer orden
con coeficientes constantes.

El problema de encontrar una matriz fundamental del problema
2'(t) = Az(t), donde A es una matriz cuadrada n x n, reside en calcular
la matriz exponencial e4*. Podemos reducir este problema a encontrar
la exponencial de e’* donde J es una matriz semejante a A cuya expo-
nencial sea mas sencilla de calcular. Por ejemplo si J es la matriz de
Jordan asociada a A. Sabemos que existe un cambio de coordenadas

(), matriz de paso n x n regular, de modo que

A=QJQ™
y por tanto
6At — QGJtQ_l, (GAO — I)
O también
MQ = Qe (¢MQ=Q).

es otra matriz fundamental del problema x'(t) = Az(t).

Observacién 2. Otra forma de ver esto mismo es la siguiente. En el
problema o' (t) = Ax(t), consideramos el cambio de variable

x(t) = Qy(t)
donde Q) es la matriz de paso que asocia A con su matriz de Jordan J,
es decir A = QJQ™!. Asi

2'(t) = Qy'(1),
despejando v’

() =Q '/ (t) = Q7 Ax(t) = QT AQy(t) = Jy(t).

Transformamos el problema original en el problema vy = Jy cuya so-
lucion es y(t) = e’lc con ¢ € R™. Ahora deshaciendo el cambio de
variable,

z(t) = Qe’lc para todo ceR™
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Vamos a ver ahora un ejemplo sencillo.

1 -5 =3
Ejemplo 3. 2/(t) = [ 0 2 0 |=xz(t) = Ax(t), donde x(0) =
2 6 6

(1,0,0).

Calculo de autovalores. Para calcular los autovalores de la matriz

A resolvemos la ecuacion caracteristica:
1-\A -5 -3
0=]A—-\|= 0 2—A 0 =
2 6 6— A
1-\ =3
(2-X) ‘ 2 6-—X
2-=NN=7A+12) =2 - XA —4)(A—3).

Matriz de Jordan. Dado que tenemos tres autovalores reales y

\:<2—A><<1—A><6—A>+6>:

distintos la matriz A es diagonalizable y tiene por matriz de Jordan

semejante a

J:

O O N
O = O
w o o

o
[

Exponencial de la matriz de Jordan. En el Ejemplo 1. vimos

que la exponencial de J es

e 0 0
=1 0 e 0
0 0 e

Matriz fundamental del problema. Sabemos por la Observacién

anterior que una matriz fundamental del problema es:
gb(t) — 6AtQ — Qe‘]t
donde @) es la matriz de paso, en este caso la matriz de los autovectores

de A en columna.

Calculo de la matriz de paso. .- Para A =2

x
_ —x —=by -3z = 0
=2y —O*:){ 2 +6y +4z = 0

Resolvemos el sistema y vemos que el vector Vo = (—1,—1,2) es un

autovector asociado al autovalor \ = 2.

~Para A=14
x —3r =5y —3z = 0
(A-4l) | v | =0« —2y = 0
z 20 +6y +22 = 0
Resolvemos el sistema y vemos que el vector V; = (1,0,—1) es un

autovector asociado al autovalor \ = 4.
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- Para A =3
x —2r =5y —3z = 0
(A=30)| v | =0« —y =0
z 20 +6y +3z = 0
Resolvemos el sistema y vemos que el vector V3 = (—3,0,2) es un

autovector asociado al autovalor \ = 3.
Por tanto la matriz de paso es:

-1 1 3
2 -1 =2

Soluciéon general del Problema. Como nos dice la Observacion
anterior, la solucién general del problema es

-1 1 3 et 0 0
z(t) = eMQc=Qe’'e=| -1 0 0 0 e 0 |c=
2 -1 -2 0 0 e
_€2t €4t 3€3t ¢l
—e?t 0 0 Co donde (c1,co,c3) € R,
2€2t —64t _2€3t 3

Soluciéon particular. Si queremos calcular la solucién particular
que verifica z(0) = (1,0, 0), tenemos que encontrar (ci,cy, c3) € R? tal

que
—e¥ €0 3e0 1 1
- 0 0 o | =10
2e0  —e¥ —2¢Y 3 0

Resolvemos este sistema y obtenemos la solucion (cy, ¢a, c3) = (0, —2, 1).

Luego la solucién buscada es

—e?t et 3edt 0 —2¢et 4 33
()= —e* 0 0 -2 | = 0
2€2t _€4t —2€3t 1 2€4t _ 2€3t

Exponencial de la matriz A. Si queremos encontrar la exponencial

de A, como
eAt — QeJtQ—l

tenemos que hallar la inversa de la matriz de paso @,

0 -1 0

Q'=[ -2 -4 -3

11 1

y asi
—e? et 363 0 -1 0
=1 —e* 0 0 —2 —4 -3 | =

2e2t  —ett 3t 1 1 1
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—2et 4363t e — 4e*t 4 363 —3et 4 3
0 e?t 0
2€4t - 263t _2€2t + 464t _ 26315 364t _ 263t

Comprobacién. Como e?? = I, se sigue que la solucién particular

del problema, x(0) = (1,0,0), debe ser

1 —2e% 433t e — 4e*t 4 363 —3et 4 36
zt)=e| 0 | = 0 e 0
0 2ett — 2e3t —2e2t 4 4ot — 2e3t  3ett — 23t
—2e* 4 33
0 )
264t - 2631‘,

lo mismo que ya teniamos.
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