ANALISIS MATEMATICO BASICO.

FUNCIONES CONTINUAS.

Fijémosnos en los dos gréficos siguientes.

FiGurA 1. Gréfica continua. Grafica a Trozos.

El primero viene dado por un trazo continuo. El segundo por varios trazos
separados. Es algo similar a lo que nos pasaba con los niimeros. Los ntimeros
naturales se presentan en ”saltos”. Los nuineros reales ”fluyen” de forma
continua. La idea de funcién continua trata de atrapar matematicamente

al trazo continuo.

Observacién. 1. s La continuidad de funciones es un trasmision, una
deformacion, de la continuidad de R a trazos curvos.
= Los grdficos del dibujo anterior se pueden ver como grdficas de fun-
ciones. En el primer caso de una funcion que llamaremos continua;
en el seqgundo caso de otra que no lo serd.
= La continuidad es una propiedad que permite trabajar bien con las fun-
ciones y decir cosas importantes sobre ellas (lo vamos a ver). Aunque
ast, no debemos olvidar a las funciones no continuas. Pensemos en
una funcion definida sobre R y que solo toma los valores 0 y 1 (senal

digital). No es continua, pero nuestro mundo estd lleno de ellas.

La nocién de continuidad, intuitiva, va unida a la de limite, matemaética.
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Definicion. 1. Sea una funcion f : R — R y consideremos a € R, de modo

que existe r > 0 con
(a —r,a+r)\{a} C Domf.

a: Se dice que b € R es el limite de la funcion f en el punto a, escribimos
lim, o f(x) = b, si para todo € > 0 podemos encontrar un § > 0 de

modo que st
0<|r—al<d entonces |f(x)—>b|<e.

b: Se dice que una funcion es continua en el punto a si existe el
limite de la funcion en el punto y es igual al valor de la funcion en el

punto:
lim f(zx) = /(a).
c: Se dice que la funcion f es continua si lo es en cada punto de su

dominio ( es decir para todo a € Domf existe lim,_,, f(z) = f(a) ).
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FIGURA 2. Funcién continua en x.

La continuidad es un propiedad local de las funciones. Es decir se verifica
punto a punto. Una funciéon puede ser continua en un punto y no serlo en
otro. Para manejar la continuidad tenemos que dominar el calculo de limites,
algo que vamos a ver. Un poco mas adelante nos convenceremos de que esta
propiedad de continuidad, con definicién parecida a la de limite de una
sucesion, nos permite asegurar que la grafica de la funciéon viene dado por
un trazo continuo.

Si nos fijamos en la definicién de limite, o de funciéon continua,
lo que queremos decir con el ”¢” y el ”§” es que si los valores de z
estan cerca de a, entonces los valores de f(z) estan cerca del limite,

de f(a) en el caso de que f sea continua en a.

Proposicién. 1. Si existe lim,_,, f(x) = b, este limite es unico.
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Demostracién: La prueba es igual que la que vimos para el resultado anélo-
go para limites de sucesiones. Si b; < by son dos limites distintos, entonces

existe € > 0 de modo que
b1<b1+€<b2—6<b2

y asi no es posible que para todos los valores de x préximos a a sus imagenes
f(x) estén a la vez préoximos a by y b O
Veamos ahora la relacién entre limite de funciones y de sucesiones. Lo

cudl nos permitird recordar la definicién de limite de una sucesién.

Proposicién. 2. (Caracterizacion de la continuidad por sucesio-
nes). Sea una funcion f : R — R y consideremos a € R, de modo que eziste
r >0 con

(a —r,a+r)\{a} C Domf.

[e.9]

a: Eziste limg_,, f(z) = b, si y solo si para toda sucesion ()22,

con

Tn # a para todo n, convergente al punto a se tiene que

lim f(z,)="0.

n—oo
b: f es continua en a si y solo si para toda sucesion (x,)0>; convergente

al punto a se tiene que

lim f(z,) = f(a).

n—oo

Demostracién: Es suficiente con probar a (en el caso b se sustituye b por
fla)).
» Supongamos que existe lim,_,, f(z) = b y que tenemos una sucesién

convergente T, —n—oo a. Entonces dado ¢ > 0 podemos encontrar

un 6 > 0 de modo que si
0<|r—a|l<d entonces |f(x)—0b|<e.

Para este § > 0, de la definicién de limite de una sucesion, existe ng

de modo que para todo n > ng se tiene que
0<l|a—m,| <o

y por tanto |f(z,) — b| < e. Si nos fijamos en el texto marcado en
negrita, descubrimos que lim,_,~ f(z,) = b.
» Si suponemos ahora que lim,_,, f(z) # b, entonces existird un € > 0

de modo que para todo % podemos encontrar 0 < |z, —a| < % y tal
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que |f(x,) — b] > €. Luego la sucesién asi construida converge a a,
claro
1
|z, —al < - —n—oo 0.
Pero sus imagenes no convergen a b ya que estan lejos de él,

|f(zn) —b] > € paratodo n
O

Continuemos con ejemplos de funciones continuas.

Ejemplos. 1. » La funcién constante f(x) = b, para todo x € R, es

continua en todo punto. Claro, para todo a y x

[f(x) = fla)] = [b—0b] = 0.
» La funcién identidad f(x) = x, es continua en todo a € R. Claro,
dado € > 0 si tomamos 0 = €, entonces para todo |r — a| < § = € se
tiene que |f(z) — f(a)| = |z —a| <e.

» Sea f(x) = % Tomemosa =2 ye= % Vamos a encontrar § de modo

que si |z — 2| < 6, entonces |1 — 1| < e= 1.
Demostracién:
1oL |2—x|<| o s 1
_ — | = — sie (§] (] -.
=73 ol <|x iempre que > o
Luegosi5:6:%,entonces\a:—2|<5:%implicaquex22—%>1y
por tanto
T Sl<le—2 <y
_— — — x_ —
r 2 7 2
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no con todos. Aunque esto no es

En el dltimo ejemplo no hemos llegado a ver que f(x) sea continua en

1
27
necesario. El cdlculo de limites nos va a permitir decidir, en muchos casos,

a = 2. Solo hemos ”probado” con un € =

si una funcién es continua rapidamente. Es lo que veremos a continuacion.
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