
SOLUCIÓN DE LA ECUACIÓN HOMOGÉNEA

Definición 1. Sean a1, a2 ∈ R y la E.D.O. lineal de segundo orden

homogénea de coeficientes constantes

x′′(t) + a1x
′(t) + a2x(t) = 0 (2).

a: Se define el polinomio caracteŕıstico de la ecuación diferen-

cial (2) por

λ2 + a1λ+ a2.

b: Se llama ecuación caracteŕıstica de la ecuación diferencial

(2) a la ecuación

λ2 + a1λ+ a2 = 0.

Observemos que las soluciones de una ecuación caracteŕıstica vie-

nen dadas por la expresión

λ =
−a1 ±

√
a21 − 4a2

2
,

aśı puede ocurrir que las dos soluciones que salen λ1 y λ2 sean

1. λ1, λ2 ∈ R con λ1 6= λ2,

2. λ1, λ2 ∈ R con λ1 = λ2, o que

3. λ1, λ2 ∈ C con λ1 = λ2.

Las soluciones de la ecuación caracteŕıstica nos van a determinar

las soluciones de la ecuación diferencial (2) como se ve en el siguiente

Teorema.

Teorema 1. De una E.D.O. lineal de segundo orden homogénea

x′′(t) + a1x
′(t) + a2x(t) = 0 (2)

consideramos λ1 y λ2 las dos soluciones de su ecuación caracteŕıstica.

Entonces

1. Si λ1, λ2 ∈ R con λ1 6= λ2, entonces las funciones eλ1t y eλ2t

son dos soluciones de la ecuación (2) que forman una base del

conjunto S de todas las soluciones.

2. Si λ1, λ2 ∈ R con λ1 = λ2, las funciones eλ1t y teλ1t son dos

soluciones de la ecuación (2) que forman una base del conjunto

S de todas las soluciones.

3. Si λ1, λ2 ∈ C con λ1 = α + iβ y λ2 = α − iβ, las funciones

eαt cos βt y eαt sen βt son dos soluciones de la ecuación (2) que

forman una base del conjunto S de todas las soluciones.
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Demostración:

Si λ1, λ2 ∈ R con λ1 6= λ2, en este caso veamos que eλt es solución

de (2) cuando λ es una solución de la ecuación caracteŕıstica. Sea

x(t) = eλt, x′(t) = λeλt y x′′(t) = λ2eλt

entrando con estos datos en la ecuación diferencial y dado que λ es una

solución de la ecuación caracteŕıstica tenemos que

λ2eλt + a1λe
λt + a2e

λt = (λ2 + a1λ+ a2)e
λt = 0.

Luego las funciones eλ1t y eλ2t son dos soluciones de la ecuación (2) .

Veamos ahora que cualquier otra solución y es combinación lineal de

estas dos. Es decir, queremos escribir

y(t) = Aeλ1t +Beλ2t

y por tanto

y′(t) = Aλ1e
λ1t +Bλ2e

λ2t

Por otro lado las función y tomará ciertos valores y(0) = y0 e y′(0) = y′0.

De aqúı tenemos el sistema lineal

y0 = Ae0λ1 + Be0λ2 = A + B
y′0 = Aλ1e

0λ1 + Bλ2e
0λ2 = Aλ1 + Bλ2

Sistema que tiene solución única ya que∣∣∣∣ 1 1
λ1 λ2

∣∣∣∣ = λ2 − λ1 6= 0.

Ahora tenemos que echar mano del Teorema de Existencia y Uni-

cidad de soluciones del problema de Cauchy (que enunciamos, pero

no hemos probado en su totalidad) para terminar la prueba. Tanto y

como Aeλ1t + Beλ2t son dos soluciones de (2) que verifican las mismas

dos condiciones iniciales, luego por el Teorema de Unicidad han de ser

iguales.

Los casos 2) y 3) se prueban de la misma forma aunque con un poco

de mayor complejidad técnica. También en estos caso hay que echar

mano de la unicidad de soluciones del problema de Cauchy.

Si λ1, λ2 ∈ R con λ1 = λ2, solo nos queda ver que

x(t) = teλ1t, x′(t) = eλ1t+tλ1e
λ1t y x′′(t) = 2λ1e

λ1t+tλ21e
λ1t

es solución de (2). Metiendo esta función en la ecuación queda que

2λ1e
λ1t + tλ21e

λ1t + a1(e
λ1t + tλ1e

λ1t) + a2te
λ1t

= teλ1t(λ21 + a1λ1 + a2) + eλ1t(2λ1 + a1) = 0,
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ya que (λ21 +a1λ1 +a2) = 0 por ser λ1 ráız de la ecuación caracteŕıstica.

Pero además λ1 es una raiz doble, lo que implica que (λ − λ1)
2 =

λ2 + a1λ+ a2 y de aqúı se deduce que 2λ1 + a1 = 0.

Por otro lado si y es una solución de la ecuación con y(0) = y0 e

y′(0) = y′0 y tratamos de escribirla como

y(t) = Aeλ1t +Bteλ1t,

por tanto

y′(t) = Aλ1e
λ1t +Beλ1t +Btλ1e

λ1t;

sustituyendo t por 0 tenemos el sistema lineal

y0 = A
y′0 = Aλ1 + B.

Este sistema tiene solución única ya que∣∣∣∣ 1 0
λ1 1

∣∣∣∣ = 1 6= 0.

Por tanto A y B están univocamente determinadas. Ahora, tanto y

como Aeλ1t +Bteλ1t son dos soluciones de (2) que verifican las mismas

dos condiciones iniciales, luego por el Teorema de Unicidad han de ser

iguales. Y resolviendo el sistema

y(t) = y0e
λ1t + (y′0 − λ1y0)teλ1t.

Si λ1, λ2 ∈ C con λ1 = α + iβ y λ2 = α − iβ, en primer lugar

veamos que las funciones eαt cos βt y eαt sen βt son dos soluciones de la

ecuación (2).

x(t) = eαt cos βt

x′(t) = αeαt cos βt− βeαt sen βt

x′′(t) = α2eαt cos βt− 2αβeαt sen βt− β2eαt cos βt.

Introduciendo esta ecuación en la ecuación diferencial tenemos que

α2eαt cos βt− 2αβeαt sen βt− β2eαt cos βt+ a1(αe
αt cos βt− βeαt sen βt)

+a2e
αt cos βt = eαt cos βt(α2 − β2 + a1α + a2) + eαt sen βt(−2αβ − a1β) = 0,

ya que (λ−α−βi)(λ−α+βi) = λ2− 2α+α2 +β2 y a su vez es igual

a (λ21 + a1λ1 + a2); luego a1 = −2α y a2 = α2 + β2.

Aśı vemos que eαt cos βt es una solución de (2).

Para ver que eαt sen βt es solución de (2) se procede de la misma

manera.
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Ahora si y es una solución de la ecuación con y(0) = y0 e y′(0) = y′0
y tratamos de escribirla como

y(t) = Aeαt cos βt+Beαt sen βt,

por tanto

y′(t) = A(αeαt cos βt− βeαt sen βt) +B(αeαt sen βt+ βeαt cos βt);

sustituyendo t por 0 tenemos el sistema lineal

y0 = A
y′0 = Aα + Bβ.

Este sistema tiene solución única ya que∣∣∣∣ 1 0
α β

∣∣∣∣ = β 6= 0.

Por tanto A y B están univocamente determinadas. Ahora, tanto y

como Aeαt cos βt + Beαt sen βt son dos soluciones de (2) que verifican

las mismas dos condiciones iniciales, luego por el Teorema de Unicidad

han de ser iguales. Y resolviendo el sistema

y(t) = y0e
αt cos βt+

(
y′0 − αy0

β

)
eαt sen βt�

EJEMPLOS.

Ejemplo 1.{
y′′ − 5y′ + 6y = 0

y(1) = e2, y′(1) = 3e2

Solución: La ecuación caracteŕıstica es λ2 − 5λ + 6 = 0 cuyas dos

soluciones son λ =
5±
√

25− 24

2
. Luego λ1 = 2 y λ2 = 3. Dos ráıces

reales distintas. La solución general de esta ecuación diferencial es

y(t) = Ae2t +Be3t donde A,B ∈ R.

La única solución particular de la ecuación que verifica y(1) = e2 e

y′(1) = 3e2, tiene que cumplir que

y(1) = e2 = Ae2 + Be3

y′(1) = 3e2 = 2Ae2 + 3Be3.
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Resolviendo este sistema (usando la regla de Cramer en este caso)

tenemos que

y(t) =

∣∣∣∣ e2 e3

3e2 3e3

∣∣∣∣∣∣∣∣ e2 e3

2e2 3e3

∣∣∣∣e
2t +

∣∣∣∣ e2 e2

2e2 3e2

∣∣∣∣
e2e3

e3t =
e2

e3
e3t = e3t−1.

Ejemplo 2.

y′′ + 2y′ + y = 0

Solución: La ecuación caracteŕıstica es λ2 + 2λ + 1 = (λ + 1)2 = 0.

Luego λ = −1 es una ráız real doble. La solución general de esta

ecuación diferencial es

y(t) = Ae−t +Bte−t donde A,B ∈ R.

Ejemplo 3.{
2y′′ + 2y′ + 3y = 0
y(0) = 0, y′(0) = 1

Solución: La ecuación caracteŕıstica es 2λ2 + 2λ + 3 = 0 cuyas dos

soluciones son λ =
−2±

√
4− 24

4
. Luego λ1 = −1

2
+ 1

2

√
5i y λ2 =

−1
2
− 1

2

√
5i. Dos ráıces complejas conjugadas. La solución general de

esta ecuación diferencial es

y(t) = Ae−
1
2
t cos(

1

2

√
5t) +Be−

1
2
t sen(

1

2

√
5t) donde A,B ∈ R.

Aśı

y′(t) = −1

2
Ae−

1
2
t cos(

1

2

√
5t)− 1

2

√
5Ae−

1
2
t sen(

1

2

√
5t)

−1

2
Be−

1
2
t sen(

1

2

√
5t) +

1

2

√
5Be−

1
2
t cos(

1

2

√
5t).

La única solución particular de la ecuación que verifica y(0) = 0

e y′(0) = 1, tiene que cumplir que

y(0) = 0 = A

y′(0) = 1 = −1
2
A + 1

2

√
5B.

Resolviendo este sistema, A = 0 y B = 2√
5
. Y por tanto la solución del

problema de Cauchy es

y(t) =
2√
5
e−

1
2
t sen(

1

2

√
5t).
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