SOLUCION DE LA ECUACION HOMOGENEA

Definicién 1. Sean ay,a0 € R y la E.D.O. lineal de sequndo orden

homogénea de coeficientes constantes
2"(t) + a2 (t) + agx(t) =0 (2).
a: Se define el polinomio caracteristico de la ecuacion diferen-
cial (2) por
A+ a1h + as.
b: Se llama ecuacién caracteristica de la ecuacion diferencial

(2) a la ecuacion

A+ aN+ay=0.

Observemos que las soluciones de una ecuacién caracteristica vie-
nen dadas por la expresion
—ap a% — 4aq
5 ;

asi puede ocurrir que las dos soluciones que salen A\; y Ay sean

L. A, Ao € R con A # Ay,

2. M, A €R  con A = Ay, 0que

3.0, €C  con A\ =\,

Las soluciones de la ecuacidén caracteristica nos van a determinar

A:

las soluciones de la ecuacién diferencial (2) como se ve en el siguiente

Teorema.

Teorema 1. De una E.D.O. lineal de sequndo orden homogénea

2" (t) + a2’ (t) + agx(t) =0 (2)
consideramos \1 y Ag las dos soluciones de su ecuacion caracteristica.
Entonces
1. 8 A, Mo € R con i # )Xo, entonces las funciones eM? y e?2!
son dos soluciones de la ecuacion (2) que forman una base del
conjunto S de todas las soluciones.
2. 8i M, A € R con A\ = )\, las funciones eMt y te
soluciones de la ecuacion (2) que forman una base del conjunto

Mt son dos

S de todas las soluciones.
3. 81 A, A € Ccon Ay = a+18 y Ay = a— i, las funciones
e® cos Bt y €* sen Bt son dos soluciones de la ecuacion (2) que

forman una base del conjunto S de todas las soluciones.
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Demostracion:

At

Si A1, A2 € R con A; # \g, en este caso veamos que e es solucion

de (2) cuando A es una solucién de la ecuacién caracteristica. Sea
x(t) = eM, o) = My a(t) = MM

entrando con estos datos en la ecuacion diferencial y dado que A es una

solucion de la ecuacion caracteristica tenemos que

MM 4 apde 4 age = (N2 + ai ) + ag)eM = 0.

 son dos soluciones de la ecuacién (2) .

Luego las funciones eM! y e*2
Veamos ahora que cualquier otra solucion y es combinacion lineal de

estas dos. Es decir, queremos escribir
y(t) = AeM! 4 Bet

y por tanto
Yy (t) = ANjeM! 4 Blge?!

Por otro lado las funcién y tomara ciertos valores y(0) = yo e ¢'(0) = yj,.

De aqui tenemos el sistema lineal

vy = AP + B = A + B
y6 = A)\le())\l + B)\2€0>\2 = A)\l -+ B)\Q

Sistema que tiene solucién unica ya que
’ 11

)\1 )\2’:)\2—>\17£0

Ahora tenemos que echar mano del Teorema de Existencia y Uni-
cidad de soluciones del problema de Cauchy (que enunciamos, pero
no hemos probado en su totalidad) para terminar la prueba. Tanto y
como Ae*! + Be*?! son dos soluciones de (2) que verifican las mismas
dos condiciones iniciales, luego por el Teorema de Unicidad han de ser
iguales.

Los casos 2) y 3) se prueban de la misma forma aunque con un poco
de mayor complejidad técnica. También en estos caso hay que echar
mano de la unicidad de soluciones del problema de Cauchy.

Si A, A2 € R con Ay = Xy, solo nos queda ver que
x(t) = teM!, 2 (t) = Mgt ety 2 (1) = 2\ M HAZeM!
es solucién de (2). Metiendo esta funcién en la ecuacién queda que
22 M 4 tXZeMt oy (M 4 A eMY) 4+ agte!
= teM (N + a M+ ag) +eM(20 +ay) =0,
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va que (A2 +a; A\ +az) = 0 por ser \; raiz de la ecuacién caracteristica.
Pero ademds \; es una raiz doble, lo que implica que (A — \)? =
A2+ a1\ + ay v de aqui se deduce que 2\; + a; = 0.

Por otro lado si y es una solucién de la ecuacién con y(0) = yo e
y'(0) =y, y tratamos de escribirla como

y(t) = AeMt + BteMt,

por tanto
Y (1) = Al Mt 4 BeM! + Bt e
sustituyendo ¢ por 0 tenemos el sistema lineal

v = A
y6:A>\1—|—B.

Este sistema tiene solucion tnica ya que
1 0
10
Por tanto A y B estan univocamente determinadas. Ahora, tanto y
como AeM! + Bte*! son dos soluciones de (2) que verifican las mismas
dos condiciones iniciales, luego por el Teorema de Unicidad han de ser
iguales. Y resolviendo el sistema

y(t) = yoe™' + (yo — Myo)te.

Si A\, € Ccon \; = a+i8y N = a—1if3, en primer lugar
veamos que las funciones e cos Bt y e* sen Bt son dos soluciones de la
ecuacion (2).

» 2(t) = e cos St
w 2/ (t) = ae™ cos St — fe® sen St
w 2(t) = a?e® cos Bt — 2aBe? sen Bt — (2 cos Bt.
Introduciendo esta ecuacion en la ecuacién diferencial tenemos que
a’e® cos Bt — 203 sen Bt — 32e® cos Bt + ay(ae® cos ft — fe™ sen ft)
+age® cos Bt = e cos ft(a® — B + ara + az) + e sen ft(—2a8 — a,8) = 0,
va que (A —a — Bi)(A—a+Bi) = X\ —2a+a?+ 32 y a su vez es igual
a (A2 + a1\ + a); luego a1 = —2a y ay = o® + 32
Asf vemos que e™ cos 5t es una solucién de (2).

Para ver que e® sen 3t es solucién de (2) se procede de la misma

manera.



Ahora si y es una solucién de la ecuacién con y(0) = yo e y'(0) = y;,

y tratamos de escribirla como
y(t) = Ae® cos St + Be* sen ft,
por tanto
Y (t) = A(ae® cos Bt — Be™ sen Bt) + B(ae™ sen Bt + Be® cos ft);

sustituyendo ¢ por 0 tenemos el sistema lineal
Yo = A
vy, = Aa + Bg.
Este sistema tiene solucion tnica ya que

1 0

Por tanto A y B estan univocamente determinadas. Ahora, tanto y
como Ae™ cos Bt + Be® sen St son dos soluciones de (2) que verifican
las mismas dos condiciones iniciales, luego por el Teorema de Unicidad
han de ser iguales. Y resolviendo el sistema

/ —
y(t) = yoe™ cos Bt + (W) e sen Bt

EJEMPLOS.

Ejemplo 1.

y" =5y 4+ 6y =0
y(1) = €?, y'(1) = 3e?

Soluciéon: La ecuacién caracteristica es \> — 5\ + 6 = 0 cuyas dos

DEv25—-24

reales distintas. La solucién general de esta ecuacion diferencial es

soluciones son A = . Luego Ay = 2y Ay = 3. Dos raices

y(t) = Ae* + Be donde A, BeR.

La tinica solucién particular de la ecuacién que verifica y(1) = €2 e

y'(1) = 3€?, tiene que cumplir que

y(l)=¢* = Ae* + Beé
y' (1) =3e* = 24e* + 3Be.
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Resolviendo este sistema (usando la regla de Cramer en este caso)

tenemos que

62 63 62 62
3e? 3e? 2¢2  3e? e? 3
— 2t 3t __ 3t _ 3t—1
O s B R S il L
e (& ece e
2¢* 3é?

Ejemplo 2.
y'+2y +y=0

Solucidon: La ecuacién caracteristica es A> +2A+1 = (A + 1) = 0.
Luego A = —1 es una raiz real doble. La solucién general de esta

ecuacién diferencial es

y(t) = Ae™" + Bte™ donde A, B eR.

Ejemplo 3.
{ 2" +2y +3y=0
y(0) =0, y'(0) =1
Solucidén: La ecuacién caracteristica es 2A% + 2\ + 3 = 0 cuyas dos
_Qi\/44-_24_ Luego A = —% + 1vGi y Ay =
11

—5— 5\/5@'. Dos raices complejas conjugadas. La solucién general de

esta ecuaciéon diferencial es

soluciones son A =

1 1 1 1
y(t) = Ae 2" cos(ix/gt) + Be 2! sen(ﬁ\/gt) donde A, B eR.

Asi

1 1 1 1 1 1
y'(t) = —§Ae’§t cos(é\/gt) - 5\/514@’? sen(ﬁ\/gt)

1

1 1 1
—§Be_%t sen(ix/gt) + 5\/5B€_%t COS(E\/gt).

La tnica solucién particular de la ecuacién que verifica y(0) = 0
e y'(0) = 1, tiene que cumplir que
y(0)=0 = A
y(0)=1 = —i4 + 1/5B.
Resolviendo este sistema, A =0y B = \/lg Y por tanto la solucién del

problema de Cauchy es
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