EL METODO DE VARIACION DE LAS CONSTANTES
Dada la E.D.O. lineal de segundo orden no homogénea
2"(t) + ar ()2 (t) + ax(t)2(t) = g(t) (1),
y dadas dos soluciones x; y x5 de la ecuacion lineal homogénea asocia-

da, se puede intentar encontrar una solucién particular de la ecuacion

no homogénea (1) probando una funcién del tipo

y(t) = m @) (t) + ua(t)zo(t) (%)

donde u; y us son funciones por determinar. Veamos como hacerlo.
Observacién 1.

= a1 y ay pueden ser funciones continuas o constantes.

= Supondremos que
uy (H)aq (t) + up(t)z2(t) =0 (5)
por cuestiones técnicas que enseguida van a aparecer.
En la ecuacién (1) tenemos que meter una candidata a solucién del
tipo (%), es decir
y(t) = ur(t)z1(t) + ua(t)a(t),
por (x*) tendremos que
Y () = ur (D) () + ug ()2 (t) + ua (£)a) (t) + ua(t)w5(t)
= u(£)2 (1) + ua(t) (1)
y asi
y'(8) = i (D)2 (1) + us(t)75(t) + ua ()27 () + ua(t)25 ().
Introduciendo la funcién y y sus derivadas en la ecuacién (1) tenemos

que
g(t)
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)

Como x1 y x2 son soluciones de la ecuacion homogénea y por (xx)
tenemos el sistema lineal con incégnitas u) y uf

(3 *){ B (O (0) + ()

21 (t)ur (1) * 5(t)us(1)

|
o

g(t).
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Vamos a hacer algunas observaciones antes de seguir.

Definicién 1. Dadas dos funciones cualesquiera x1 y xo se llama

Wroskiano de ambas funciones (y se denota por Wz, x2]) a la funcion

z1(t) xo(2 / '
| = a0 - doeo.

W[xl, SL’Q] =

Ahora, parece claro que de la relacién de la dependencia lineal con
los determinantes se tiene que

Proposicién 1. Dos soluciones x1 y x2 de la ecuacion x”(t)+ayz’(t) +
asx(t) = 0 son linealmente independientes si y solo si la funcion Wros-
kiana es no nula (Wxy,x9] #0).

Volviendo a nuestro sistema lineal (% * %), este tendrd solucién si

Wz, z2] # 0 y usando la regla de Cramer tendremos que

” (t) _ g(t)[ 1’2(? o (t) _ T TE) g(t])
! Wiz, xo 2 Wiz, xo
Integrando

t

B —x5(8)g(s) . wn(t) — bomi(s)g(s) B
W= | Foam e Y el /TW[xms),xQ(s)Jd‘

Para que estas integrales existan sera suficiente con que las funciones
x1,To y g sean continuas (o que simplemente lo sean a trozos). Estas
dos tultimas féormulas permiten hallar las funciones u; y us y por tanto
una solucién particular del problema (1).

Veamos ahora un par de ejemplos del uso del método de variacién
de las constantes.

13
27

encontar una solucion general de esta ecuacion mo homogénea. Este

Ejemplo 1. Dada la ecuacion y" — 4y + 4y = 2e* + L vamos a

problema estd resuelto anteriormente por otros métodos.

Solucion: La ecuacién homogénea asociada es vy’ — 4y’ + 4y = 0, con
ecuacion caracteristica A2 —4\+4 = (A —2)? = 0. Por tanto z;(t) = e*
v 2o(t) = te* forman una base del conjunto de las soluciones de la
ecuaciéon homogénea. Ademas

€2t t€2t

W[e%,te%] - 2€2t €2t + 2t62t

=" £0.
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Una solucién particular de la ecuaciéon vendra dada por una funcion
del tipo y(t) = ui(t)e* + uy(t)te* donde

t 25225+§ t25225+§
uq (t) :/ se(2e 2)ds v o us(t) :/ Mds.
0 0

645 643

Vamos a resolver estas integrales.

t _8623(2625 + §) t t 82
u1(t)—/0 e 2 ds—/o —2Sd8—|—/0 —ﬁds

! t
° / —92sds = —s°
0

0
e Integrando por partes

t .2 t t
1 1

/ B P t —/ f6_2sds:—t2€_2t—/ S e ds

.2 0~ J, 2 4 ) 2

4
R T I o]t "1 25
= —t%e " — [——se 0 + i 4_16 ds

— —¢2

4 4
1 1 1
= Z—ltze_% + Zt€_2t + §€_2t.
t 625 2625 + s t t 1 1
us(t) = Mds — [ 2ds+ | S ds=2t— ~te ¥ — 72,
0 ets 0 0 2e? 4 8

Asi la solucién particular buscada es

1 1 1 1 1
y(t) = (=12 + S22 4 e 4 Ze )2 4 (2t — ~te M — Ze H)te

4 4 8 4 8
1 1 1 1 1 t 1
4202t L T42 Ty T 9u202t  Z42 Ty 422t 0 T
e +4 +4—|—8+ e 1 3 e —|—8+8

Observemos que es la misma solucion que ya habiamos obtenido antes.
Luego la solucién general de nuestro problema (1) es

t 1
o(t) = 262 + S + 5 + Ae? + Bte? donde A, B eR.

Ejemplo 2. Resolvamos el problema de Cauchy

{ 2y” _ y/ + 2y — 6490
y(0) =3,y/(0) = 2.

Solucidén: La ecuacién caracteristica es 2\ — X\ + 2 = 0, cuyas solu-

1+v1-16 1j:\/15.
S _Z,

4 4 4
de lo que se sigue que la soluciéon general de la ecuaciéon homogénea

ciones son

A:

asociada es

1 1
y(t) = Aes® COS(@I) + Bei® sen(@x) donde A ,BeR.



Ahora vamos a intentar una solucion particular del tipo
yo = Ke** gyl =4Ke*™ e yj =16Ke*

(observemos que a = 4 no es raiz de la ecuacién caracteristica). En-

trando en la ecuacion con yg tenemos que
32K e' — 4K e 4+ 2K e = 30K e’ = '

luego K = %, y la solucion general del problema es

1 1 1
y(t) = oy Aet® cos.(gsv)—l—Be4 sen(%x) donde A, B eR.

30
Ademads
2 1 V15 V15 V15
/ o 4x 7513 _ *CL‘

y'(t) = T + 4Ae cos(—— 1 x) e Aet® sen( 1 x)

| VIE VI L. VT
+4B€ SGH(TI') + TB (Tl')

2 1 1 1 1 1 1

— 1—5649” + (ZA + —TB)ei‘” cos(—\cr_5 )+ (4B — —\/_514) sen(—\cx_g)x).

Para resolver el problema de Cauchy, introducimos las condiciones ini-
ciales y llegamos al sistema lineal
w+A=3
2414452

Lo tinico que queda por hacer es resolver este facil sistema para hallar
la tnica solucién del problema de Cauchy propuesto.

Variacion de las constantes. Vamos a intentar calcular la solucién
particular del problema anterior usando el método de variacion de las

constante. En primer lugar tendremos que hallar el Wronskiano de las

funciones 1 (x) = 1% cos(%a) y ya(a) = e sen(<E).
Wiy, ys]
6éxCOS(%T17537) e%xsen(@x)
jei” cos(YPr) — Yifeit sen(Ytw) fei® sen(Yfiw) + YiRer” cos(Yiiw)

LoV 1 Vs VB, V5]
— 2% cos(Tx)Zsen( 1 x)+ 1 cos”( 1 x)
LovIs NGE VIE VTS ]
—e2® COS(TQC)ZSGH( 1 x) — 1 sen”( 1 x)
L . |




Asi la solucién particular buscada sera de la forma

V15 V15

yo(x) = ul(x)e%x COS(TLE) + u2(:p)e%$ Sen(sz)
donde
t_etsers sen (Y3 s) tetseas cos(Y3s)
w(x) = / L —ds y  up(z) = / L ——ds.

Estas dos integrales podrian resolverse por partes, pero en todo caso
esta eleccién de método (en este caso el de variacién de las constantes)
parece significativamente mds complicada que la anterior (de ensayar

cierto tipo de funcién).
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