REDUCCION DE UNA MATRIZ A SU FORMA CANONICA DE
JORDAN

Notacién: A serd tanto una aplicacién lineal de R™ en R"™, como la matriz asociada a dicha
aplicacion referida a una base de R™. I designa la matriz unidad (o aplicacién identidad). KerA
es el nicleo de la aplicacién A.

1.- Consideramos una aplicacion A con un tinico autovalor A = 0. Existe una base de R"
para la cudl la matriz asociada a la aplicacion A referida a dicha base es del tipo:

J 0 0 01¢0 - 0
.
o J 0 - 0 00 (1) 0
(1) donde Ji =

0 Js—1 0

0 0 0 Js 0 (1)

1=1,2,...,5 con s < n y donde la suma de los ordenes de la matrices .J; es igual a n. Veamos
como se construye dicha base.
Existe un natural N < n para el que se tiene que:

KerA C KerA? Cc KerA® C ... C KerAN=' ¢ KerAN = R™.

Ademds para cada vector v € Ker A7\ KerA’=! con 1 < j < N, se tiene que los vectores:

verifican que:

1. A7 € KerA'\KerA"! con 1 < i < j. Y por tanto los vectores son linealmente inde-
pendientes.

2. El subspacio vectorial engendrado por los vectores es invariante por la aplicacién A y la
matriz asociada a A restringida al subespacio considerado respecto de la base de vectores
que los engendran es de tipo J; (OBSERVACION: hay que conservar el orden de los
vectores de la cadena).

Para hallar la base de R” para la cual la matriz de la aplicacién A sea de tipo (1) se hace
del modo siguiente:
se toman vq, v, ...., U, el mayor nimero de vectores linealmente independientes de

Ker AN\ Ker AN,

de modo que el espacio que engendran corta a Ker AN~ tnicamente en el cero. Las cadena
de tipo (2) asociadas a cada v; nos dan una familia de vectores linealmente independientes,
que llevan asociados w subespacios invariantes. Si esta familia forma una base de R"™ hemos
terminado. En caso contrario se consideran:

Uy, Us, ..., Uy €l mayor nimero de vectores linealmente independientes, entre ellos y los de
las cadenas anteriores, de Ker AN\ KerAN=2 de modo que el espacio que engendran corta
a Ker AN=2 tinicamente en el cero. Se consideran las cadenas de tipo (2) asociadas a cada v;



y a cada wu;; son vectores linealmente independientes, que llevan asociados w + w’ subespacios
invariantes. Si estos vectores forma una base de R™ hemos terminado. Si no, se sigue el proceso
hasta completar una base (observemos que la aplicacién A\l no cambia de matriz al cambiar la
base).

2.- Si ahora tenemos una matriz A con un tnico autovalor A € R, consideramos la apli-
cacién A’ = A — \I; ésta es una aplicacién con un unico autovalor igual a cero. De 1 se deduce

que se puede encontrar un cambio de base de modo que la matriz asociada a la aplicacién A es
del tipo (1) 4+ AI.

OBSERVACION: s, el nimero de cajas J;, es igual a dimKer(A — \).
El tamano de la cajas J; es dado por la longitud, nimero de eslavones, de las cadenas de
tipo (2) y por tanto dependen de las diferencias

dimKer(A — M) — dimKer(A— X", 1<j<N

3.- Sea A una aplicacién lineal de C™ en C™, donde C es el cuerpo de los nimeros complejos.
La matriz A asociada puede ser real o compleja. Los resultados de los dos apartados anteriores
1 y 2 son también validos para autovalores complejos A € C, aunque la nueva base tenemos que
tomarla en C"

4.- Por ultimo consideramos el caso de una aplicacién A con autovalores A1, Ao, ...., A, con
multiplicidad my, ms, ..., m, respectivamente; la suma de todos los m; es igual a n.

Si algin autovalor es complejo tendremos que considerar A definida de C™ en C™.

Sea N; = Ker(A — \1)™, parai=1,2,...,r. Estos subespacios vectoriales verifican que:

1. dimN; = my para todo 1.
2. R"=N &Ny @&....& N, (en su caso C").
3. Cada Nj; es un subespacio invariante de la aplicaciéon A

4. La aplicacién A restringida a cualquiera de los subespacios N; tiene un tnico autovalor \;
de multiplicidad m;.

La descomposicién anterior junto con 1 y 2 nos permite encontrar una base respecto de la
cual A tine un matriz asociada de tipo Matriz de Jordan compleja. Esta base no es tunica.

5.- En el caso de que A sea una matriz real, de coeficientes reales, con autovalores reales
y/o complejos, para no trabajar con autovectores con coordenadas complejas podemos usar
que:

a Si A es un autovalor complejo entonces su conjugado también lo es con la misma multipli-
cidad y ademas

dimKer(A— M)/ = dimKer(A — \I)’ j=12 ...



b Una vez calculada la matriz de Jordan compleja asociada a A (como en el punto 4), asi como
la base que hace que A tenga esta matriz de Jordan como matriz asociada, si aparece una
caja de la forma

A1 o0 0 A1 0 0
0 A 1 0 0 X 1 0
0 0 A 0 0 A
con A = a+bi, entonces la caja
1 1
0 --- 0 )\ 0o --- 0 )\

aparece también. Ademds si wq, wo, ..., w; son los vectores de la base que generan el subes-
pacio invariante que da lugar a la primera caja, entonces sus conjugados wy, Wy, ..., W; son
a su vez los vactores de la base que generan el subespacio invariante que da lugar a la
segunda caja.

¢ Si se toman los vectores

1

7

entonces los vectores reales g1, h1, g2, hay ooy g1, Iy son linealmente independientes
y generan un subespacio invariante por A de modo que la matriz de A referida a esta nueva
base del subespacio transforma las dos cajas anteriores en una tnica caja de la forma:

a b 1 0 0

—b a 0 1 0
a b 1 0
b a 0 1
a b
—b a

a b 1 0

b a 0 1

a b

0 —b a

OBSEVACION: El orden de los vectores wi, Wwa, ..., w; es el que se obtiene en las cadenas
de tipo (2), asi como él de los vectores Wy, Wy, ..., w;. El orden dado g1, hy, go, ha, ...., g1, hy es el
adecuado para que la matriz tenga la forma de arriba.



