ELEMENTOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE
LAPLACE.

Ya hemos visto que la transformada de Laplace es un operador
lineal, es decir para todo par de funciones f,g € Lap(0,00) y o, 5 € R

se tiene que

Llaf(t) + Bg(t)](s) = aLf(s) + BLg(s)
y ademas es inyectivo.

A continuacién vamos a ver la propiedad que hace operativa a la
transformada de Laplace para resolver ecuaciones diferenciales. Es analo-
ga a la que tiene la transformada de Fourier. En esencia, ambas trasfor-
maciones permiten transformar ecuaciones diferenciales en ecuaciones

algebraicas.
Teorema 1. 1. Si f y f' son funciones de Lap(0,00), entonces
LF(s) = sLi(s) ~ lim f(t) = sLf(s) — (0.
2. Si f, f" y f" son funciones de Lap(0,00), entonces
LI'(s) = SLE(s)—s lim 1)~ lim /(1) = *Lf(s) ~/(07) — /(0.

3. En general, si f, f',....., f*) son funciones de Lap(0,c0), enton-
ces
LfY(s) = s"Lf(s) —s" 1 f(07) — ... — sf=2(07) — f~~Y(0H).

Demostracion: La demostracion de 3) (Ejercicio) se hace por in-
duccién donde el caso n = 1 es precisamente el apartado 1). Solo vamos
a ver 1) y 2), que son los casos que més vamos a utilizar en las apli-
caciones; y donde se ve todo lo necesario para hacer la demostraciéon
general.

Veamos 1). Teniendo en cuenta la integracién por partes

/f Jestdt = f(t)e | -l—s/ f(t)etdt

como f € Lap(0,00) se sigue que lim;_, f( Je~ st

=0, y asi
= — lim f(t)e™ + sLf(s) = =f(07) + sLf(s).

1



2 C. RUIZ

Veamos 2). Teniendo en cuenta la integracién por partes y 1)

Lf// / f// _Stdt f() —st | O —|—8/ f _Stdt
= — lim f'(t)e™ + s[sLf(s) — f(07)] = f(0+) sf(07) + sLf(s)0

t—0t

Ejemplo 1. Consideramos el problema de Cauchy

{ y' =6y +5y=0
y(0) =3, y'(0) = 11.

Esta E.D.O., de segundo orden y con dos condiciones iniciales, tie-
ne solucién tnica, como ya sabemos. Vamos a resolver este problema
usando la transformada de Laplace. Aplicando en ambos lados de la
ecuacion la transformada y usando sus propiedades tenemos que

0= L[y" = 6y’ +5y](s) = L[y"](s) — 6L[y1(s) + 5L[y](s)

= s"Ly(s) — sy(07) —/(07) = 6(sLf(s) — f(0F)) +5Ly(s)

= (s* — 65 +5)Ly(s) —3s — 11 — 6(—3) = (s> — 65+ 5)Ly(s) — 3s + T.
Ecuacién algebraica de primer grado cuya incégnita es Ly(s), asi des-

pejando
3s =7
L ==\
y(s) s2—6s+5

Esta es la solucién en trasformadas del problema de arriba. Como la

transformada de Laplace es inyectiva, sabemos que solo existe una tni-
. ) 3s —T7
ca funcién y suya transformada es precisamente poR—— Encontrar
s2 — 6s

esta funcién y conociendo Ly(s) es lo que se llama el problema in-
verso.

La primera forma de abordarlo es mirar en las tablas a ver si esta
allf la funcién Ly(s) que tenemos, en nuesto caso % Lo més
probable es que no esté, pero si podemos descomponerla en otras mas
sencillas que si lo estén. Esto se suele hacer utilizando el método de
descomposicién en fracciones simples. En nuestro caso, como s> —

6s+5=(s—1)(s—5)

3s—7 A N B
2—6s+5—s—1 5—5
Observemos que las funciones —; y —— si estdn en las tablas. Por tanto

mirando en ellas y utilizando las propledades lineales de la transforma-

da de Laplace sabemos que la funcién y que buscamos es
y(t) = Ae' + Be™.
Lo cudl no es mas que la solucién general de la ecuacion diferencial

homogénea de arriba, como ya sabemos. Para terminar el problema solo
hay que encontrar las constantes A y B. Esto es facil con el método
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de separacién en fracciones simple que ya conocemos, por ejemplo del

calculo de primitivas de funciones racionales que se ve en un primer
curso de calculo (ver apéndice). Asi

3s — 7 A B

22— 6s+5 3—1+5—5

lo que nos lleva al sistema lineal

A + B = 3

—bA — B = -7

cuya solucion es A = 1y B = 2. Asi la solucion de nuestro problema

= A(s—5)+B(s—1)=3s—7

de Cauchy es
y(t) = e’ + 270
Ahora es facil comprobar que esta es la solucién que buscamos.

Usar la transformada de Laplace para resolver una E.D.O. de segun-
do orden homogénea no parece muy interesante toda vez que hay que
resolver de todas formas la ecuacién caracteristica de la E.D.O. (en el
caso de arriba A2 —6A+5 =0 ); y ya con esto se conoce la solucién ge-
neral de la E.D.O. Es més interesante usar la transformada de Laplace

en el caso no homogéneo.

Ejemplo 2. Consideramos el problema de Cauchy

{ 2"(t) + a1 (t) + agz(t) = f(t)
z(0) = 2/(0) = 0.

Esta problema modeliza un circuito RLC donde en el momento inicial
no pasa la corriente, tenemos el interruptor abierto y lo cerramos en el
momento ¢t = 0 y comienza a entrar una senal f.

Aplicando transformadas de Laplace a ambos lados de la ecuacién
L(2"(t) + a12'(t) + asx(t))(s) = Lf(s),

como en este caso las condiciones iniciales son nulas, lo anterior

es equivalente a
s2La(s) + aysLa(s) + agLx(s) = (s* +a1s + ag)La(s) = Lf(s).

Ahora despejando, la senal de salida del circuito en transformadas es,

Lf(s)
s24+a15+ as

Definicién 1. Dada una E.D.O. lineal de seqgundo orden y coeficientes

Lx(s) =

constantes
2" (t) + a12'(t) + agx(t) = f(t)
se llama funcion de transferencia del sistema (o de la ecuacion)

a la funcion
1

s2+a1s+ as

H(s) =
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Observemos que la funcién de transferencia es la inversa del po-
linomio caracteristico de la E.D.O. lineal homogénea.

El problema inverso de encontrar x(t) conocida su transformada
Lf(s)

s24ays+ag’
trada Lf(s), aunque en los caso mds corrientes usaremos como antes el

va depender ahora de la transformada de la senal de en-

método de descomposicion de fracciones simple y despues miraremos
en las tablas de transformadas.
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