ELEMENTOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

CALCULO DE TRANSFORMADAS INVERSAS.

Para resolver un circuito RLC necesitamos encontrar una funcion h
de modo que su transformada de Laplace sea la funcién de transferencia
del sistema Lh(s) = -——1—— (problema inverso). Esta funcién es la

s“+a1s+az
inversa del polinomio caracteristico. Veamos que h depende de las raices
de este polinomio. Sean A\, Ay las dos raices de la ecuacion caracteristica
A2+ a1\ +ay = 0.

» Si \;, \2 son dos raices reales distintas, entonces s* + a5 + ag =
(s — A1)(s — Ag) y usando el método de descomposicién en frac-

ciones simples

1 1
1 A B A=A A1—A2

= + =
s24+a;s+ay S—A S—A  S—A  S— Ao
Ahora, mirando en las tablas y teniendo en cuenta la linealidad

de la transformada de Laplace deducimos que

1 1
ht — )\175_ Aot
(*) M— . A=

» Si A\; = )y es una raiz real doble, entonces s?+a;s+as = (s—\;)?

y

1 1

24 as+ay  (s—M\)?

Mirando las tablas de transformadas vemos que h(t) = tet?,

Observacion 1. En las tablas no vamos a encontrar directa-

ﬁ; encontramos 1/s* = L[t|(s) y ademds

que Lle=* f(t)](s) = Lf(s+ a). Combinando ambas expresiones
At

mente la funcion

se llegamos a que h(t) = te

» Si\; = a+ fiy A\ =a— pidos raices complejas conjugadas,

entonces
s*4aistay = (s—(a+pB1))(s—(a—pFi)) = s*—2as+a’+52 = (s—a)?+3%,

por tanto
1 1

s2+ars+ay  (s—a)2+p2
1
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Asi, mirando ’adecuadamente’ las tablas encontramos que
1
h(f) = Beo‘t sen([St).

Observaciéon 2. Con mucha generalidad, cuando se usa la transforma-
da de Laplace sobre un problema (una E.D.QO. lineal de segundo orden,
por ejemplo) éste queda reducido al problema inverso de invertir
Q(s)
= Lx(s
Ps) (s)

donde Q) y P son polinomios en s. El método de descomposicion

en fracciones simples y un vistazo cuidadoso a las tablas de trans-

formadas nos permite encontrar la funcién x(t) que estamos buscando.

Ejemplo 1. Calculemos f conociendo su transformada de Laplace

L= g—5%73

En primer lugar buscamos la raices del denominador, s* —4s+3 = 0;
en este caso es facil ver que son 1y 3y asi s? —4s+3 = (s—1)(s — 3).
Ahora haciendo la descomposicion en fracciones simples

s A B
= + ,
s2—4s4+3 s—1 s-—3
y resolviendo el sistema

A + B
-3A — B
se sigue que
s ~1/2 32
s2—4s+3 s—1 s5-—3
Ya solo queda mirar las tablas para concluir que f(t) = (—1/2)e! +

(3/2)e.

s+1
Ej lo 2. Sea L = .
jemplo ea Lf(s) 21
En este caso es facil hacer la descomposicion
s+ 1 s 1

241 32—|—1+32—|—1'
Mirando las tablas concluimos que f(t) = sent + cost.

Ejemplo 3.
{ a"(t) — 22 (t) + z(t) =t
z(0) = 2'(0) = 0.

Aplicando transformadas de Laplace, teniendo en cuenta que las con-
diciones iniciales son nulas, o bien aplicando directamente la funcién
de transferencia, se tiene que

L[t](s) 1/s?
s2_925+1 s —25+1

Lz(s) =
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Procedemos usando la descomposicion en fracciones simples y
asi teniendo en cuenta que el denominador tiene dos raices dobles
1/s? 1 A B C D
= ==+ + + .
$2—=2s+1 s%s—1)2 s s (s—1) (s—1)

Lx(s) =
Luego
As(s = 1>+ B(s — 1>+ Cs*(s— 1)+ Ds* =1 o lo que es equivalente

(A+C)s*+(—2A+ B—C+ D)s*+ (A—2B)s+ B =1,

lo que da el sistema lineal

B =1
A — 2B =0
—-2A + B — C + D =0
A + C =0
cuya soluciéon es B = 1,A = 2,C = —2y D = 1. La solucién en
transformadas es
2 1 —2 1
L =—-+— .
#(s) s+52+(3—1)+(s—1)2

Mirando las tablas obtenemos que
z(t) =2+t — 2" +te',

es la solucion.
(Apéndice: hay otra forma de llegar a esta solucion, ver Apéndice
sobre convolucién). Tenemos que
Lit)(s) _  1/s
2 —254+1 s2—2s5+1

donde h es una funciéon cuya transformada de Laplace es la funcién

Lz(s) = = L[t|(s)Lh(s).

de transferencia sLésH = (Sfl)Q. As{ mirando las tablas h(t) = te'.

Usando la convolucion e integrando por partes

t t t
z(t) = (u) * (ue")(t) = / (t — w)ue'du = t/ ue'du — / e du
0 0 0
t K ¢
—2 [ we'du| = (t+2) [ ue'du — %€
0 0 0

t
b / e“du}
0 0

= —t%e' + (t+2)(te' —e' +1) = te' — 2" +t + 2,

= —t%e' + (t +2) [ue“

que es la misma solucién que habiamos obtenido antes.

Ejemplo 4.

{ Py 5% 4 Gy =e 2"
y(0) =1, 4 (0) = 0.
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Aplicando la transformada de Laplace, teniendo en cuenta que las

condiciones iniciales no son nulas, tenemos que
Lly"|(s) + 5L[y')(s) + 6Ly(s) = L[e™*"|(s)

1
& $Ly(s) — 59(0) + 5(Ly(s) ~ y(0)) + 6Ly(s) = —
1
<:>(32+53+6)Ly(3)—s—528+2
§°+Ts+11
W) = e e s 6 T a1 05 £ 2)
s2 4+ 7s+11 A B C

= + + .
(s+3)(s+2)(s+2) s+3 s+2 (s+2)?
ahora tenemos que
A(s+2)*+ B(s+3)(s+2)+C(s+3) =s*+Ts + 11
(A+ B)s* + (4A+5B + C)s + (4A+ 6B +30) = s* + Ts + 11.

Lo que da el sistema lineal

A + B = 1
4A + 5B + C = 7
4A + 6B + 3C = 11,
cuya solucibn es C' =1, B =2 y A = —1. La solucién en transfor-
madas es
La(s) = = 2 1

s+3 i s+2 * (s +2)%
Mirando las tablas obtenemos que

y(z) = —e " 4 27 + xe .
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