ELEMENTOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

METODOS ELEMENTALES DE RESOLUCION DE
E.D.O.1

Consideramos el problema general de primer orden:

(1) = f(t,%(t)).

Los Teoremas de Existencia y Unicidad (que se estudian en cursos su-
periores) nos dicen que este tipo de E.D.O tiene solucién en cuanto f
tenga alguna propiedad razonable (ser continua por ejemplo). ;Sabe-
mos como encontrar una solucion explicita? La respuesta a un problema
tan general es claramente negativa. Pensemos es un ecuacion del tipo
f(z) =0. ;Como despejamos "x”? A veces se puede. Tedricamente, si
existe f~1, siempre se puede despejar.

En algunos casos de E.D.O. sabemos resolver el problema z/(t) =
f(t,z(t)) de forma explicita. Ya hemos resuelto:

= las ecuaciones de variables separadas;
= las ecuaciones lineales de primer orden homogéneas y no ho-

mogéneas.

Lo que sigue es una coleccién, no exhaustiva, de técnicas (o trucos )
y de ecuaciones que se pueden resolver con estas ”técnicas”.

Cambio de variables.

Cuando estudiamos los sistemas del tipo =’ = Ax, usabamos los
cambios de variable ( Z > =Q ( ; ) para reducir el problema a una

forma més simple (la dada por la matriz de Jordan), que sabiamos
resolver.

Hay algunos tipos de E.D.O. que pueden resolverse con cambios de
variables.

Ecuaciones Homogéneas.

Definicién 1. Una funcion real de dos varibles

f: R — R
(t,z) — [f(t,x)
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se llama homogénea si para todo X € R y para todo (t,z) € R? se

tiene que

fAt, Ax) = f(t,x).

Ejemplo 1. f(t,z) = &2

t—x "

Definicién 2. Una E.D.O. de primer orden
a'(t) = f(t,2(t))

se llama homogénea si f es una funcion homogénea.

El cambio de variable z(t) = 2 transforma la ecuacién:

ﬂﬂ:$Wﬁ—ﬂﬂ:fﬂggﬂ—ﬂﬂ:fﬂﬁw)_dw
t2 t? n ¢ )

en una ecuacion de variables separadas en z.

Ejemplo 2. (z? — 2y*)dx + zydy = 0.

Esta ecuacién se escribe, ”operando” con ”diferenciales” como

dy 2% — 2? . 2y — 22

= — Rt =
dx —zy Y xy
Esta ultima expresion es una E.D.O. homogénea. Hacemos el cambio

de variable

y obtenemos

() —y(x)  fOEDr —y(@)  f(1,z2(z)  z(x)

(@)= ’ x2 - 2 - x T
222(x) — 1 _ z(2) _ lzz(x) -1

que nos da una E.D.O. de variables separadas en z. Integrando
!/
/—Z (x)2(x) dr = /ldx
22(x) — 1 x

1
§ln\22—1|:1nx—|—K

tenemos que

y despejando
2(z) =VEKz?4+1  para todo K > 0.
Y asi
y(z) = zz(x) = 2vV/Kz2+1  para todo K >0,

es la solucion general de nuestra ecuacion.
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Ejercicio 1. FEcuactiones reducibles a Homogéneas.

Sea f: R — R una funcion real y sean dos rectas del plano

r={(tx)ER : st +bx+c; =0}

ro={(t,x) ER : ast+byx+cy=0}.

Se considera la E.D.O.
’ Cllt + b1$ +C

t) = f(—————).

x() CL2t+bQ$+C2)

w Si (tg,x0) € 1 () re, entonces prueba que el cambio de variable:

t = S + 1o
z(t) = yls) + x

transforma la E.D.QO. en otra de la forma

/ . y(s) — ks
v = =

homogénea.
s Siry yry son paralelas, prueba que el cambio:

z(t) = agt + box + ¢
transforma la ecuacion en otra de variables separadas.

Ecuacién de Bernoulli.

Definicién 3. Una E.D.O. de primer orden de la forma:

'(t) = p(t)z(t) + q()z" (2),

donde p y q son funciones continuas conocidas y n € R, se llama

FEcuacion de Bernoulls.

Observacién 1. Sin =0 on =1 estamos ante una E.D.O. lineal. Si
n=21ypyq son constantes, estamos ante una FEcuacion Logistica

(que ya vimos).

Una de las formas de solucionar la ecuacién logistica nos dice como

resolver la ecuacion de Bernoulli. El cambio de variable

1
2(t) = P

transforma la ecuaciéon de Bernoulli en una ecuacién lineal.(Ejercicio:

Comprueba que esto es asi. En todo caso mira el ejemplo siguiente).

Ejemplo 3. La E.D.O. t
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Despejando la derivada, tenemos la E.D.O.
1
V() = —alt) + 1)
que es una ecuacién de Bernoulli. Hacemos el cambio z(t) = xQL(t) Asi
—2z(t)2'(t) 2
ZI( ) = 4 = T3 (
v4(t) z3(t)

que es una ecuacion lineal. Si la integramos resulta que

— () + (1) = 22(1) -2,

2(t) = 2t + Kt* para todo K eR.

1
x(t) = \/m para todo KeR O

Ecuacion de Riccati.

Luego

Definicién 4. Una E.D.O. de primer orden de la forma:
2'(t) = a(t)z(t) + b(t)2*(t) + c(t),
donde a,b y ¢ son funciones continuas conocidas, se llama Ecuacion

de Riccatt.

Es como una ecuacion de Bernoulli, para n = 2, con un término
independiente c. Si se conoce una solucién particular x; de la ecuacién,

entonces el cambio de variable
1

() = ———=
2(t) — a1 (t)
transforma la ecuacién de Riccati en una ecuacién lineal.(Ejercicio:

Comprueba que esto es asi. En todo caso mira el ejemplo siguiente).

Ejemplo 4. La E.D.O. v (z) = y*(z) + y(z) — 6, es una ecuacion

de Riccati donde a,b y ¢ son constantes.

Para resolver la ecuacién, nos fijamos en que es facil ver que y; = 2 es

una solucién particular constante. Hacemos el cambio de variable

1
RUNTCEE)
Asi
Lo @) —(y*(z) + y(x) — 6)  —(y@)+3) 5a(r)—
z (I) = (y(x) — 2)2 = (y(x) — 2)2 - y(x) -9 b} ( ) 1,

que es una ecuacion lineal. Integrandola,

1
2(x) = Ke ™ — R para todo K eR.
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Luego

1 )

Observacion 2. Dada cualquier E.D.O. de primer orden, estd en
nuestra capacidad o ingenio encontrar un cambio de variable que nos la
transforme en otra que podamos resolver. | Claro que, la cosa no pinta

facil !

Ejercicio 2. Resuelve las siguientes E.D.O. mediante el cambio de
variable propuesto:

a) (x*y* + 1)dz + 22*dy = 0 con el cambio vy = t.

b) (vy + 2zyIn®y + ylny)dr + (222Iny + x)dy = 0, con el cambio
rxlny =t
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