ELEMENTOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

TEOREMA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD.

Dada una E.D.O. de primer orden cualquiera

'(t) = f(t,x(t),

ésta no tiene por que tener solucién.
Ejemplo 1. (z'(¢))* + (x(t))* = —1
Si despejamos la derivada
(@'(1)* = =1 —2%(1),

vemos que no puede existir ninguna funcién real = que verifique tal
ecuacion.

Los Teoremas de Existencia y Unicidad de E.D.O. determinan las
propiedades que deben tener las funciones f para poder asegurar que
la E.D.O. 2/(t) = f(t,z(t) tenga solucién, y adicionalmente unicidad
de soluciones.

La idea de estos Teoremas, que vamos a seguir, es la siguiente. Dado
el problema de Cauchy

Y

{x’(t) = [t x(t)
ZC(to) = Zo
(

podemos integrar (si f(t,z(t)) € R" lo hacemos coordenada a coorde-

/ w(s)ds = / Fls,2(s)ds =

a:(t)—x(to):/t F(s,2(s))ds

nada)

y despejando
t
z(t) = o +/ f(s,x(s))ds,
to

que es la forma integral del problema de Cauchy de arriba. En todo

caso, buscamos una soluciéon x que se derivable, por tanto continua.
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Luego buscamos soluciones en x € C([a,b], R™). La forma integral de
arriba la podemos transformar en un operador
T : C([a,b,R") — C([a,b],R™)
x = T(@)(t) = zo+ [, fs,x(s))ds.

Observemos que este operador T estd bien definido, ya que si = es con-
tinua (y pongamos que f también), entonces T'(z) no es solo continua
sino derivable (Teorema Fundamental del Calculo). El operador T" es
una aplicaciéon de C([a,b],R™) en si mismo. Si T' tiene un punto fijo
x para el cudl T'(x) = z, este punto fijo seria una solucién de nuestro
problema de Cauchy.

Para leer la argumentacién que sigue es conveniente repasar el Apéndi-
ce sobre Espacios Normados.

Vamos a ver el Teorema de Existencia y Unicidad de Picard-
Lindel6f (1890-94) . La prueba original no usaba el Teorema de
Punto Fijo de Banach, pero si un procedimiento del que es heredero el
Teorema de Banach.

Teorema 1. (de Existencia Local de una E.D.O.) Se considera
el problema de Cauchy:
{ d'(t) = f(tx(t))
z(ty) = xo
donde ty € R, zg = (x01,%02,..,Ton) € R® y [ werifica las siguien-
tes propiedades:

a:
f : [tO—Oé,t0+Oé] XH?:l[xO,i_/BuxO,i—i_/B] = [tO—Oé,t0+Oé] x D — R"

es continua sobre el compacto [to—a, to+a] X 17, [x0,;— B, o+
B] para ciertos o, f > 0. Llamamos

M

= Hf|[t0—a,to+a]><DHOO
al mdazimo de ||f(t,z)||oo sobre los puntos (t,x) del compacto
[to — o, to + ] x D.

b: f es Lipschitziana en x, es decir existe N > 0 de modo que

1f(t2) = f(ty)llee < Nz =yl
para todo x,y € D = 117 [xo; — B,x0; + B] y para todo t €
[to — a, to + a].
En estas condiciones, existe una unica solucion x del problema

de Cauchy que estd definida al menos en el intervalo [ty — h,ty + h]

donde
1

0 <h <mi —, =}
mln{a,M,N}
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Este Teorema es de Existencia Local ya que da existencia en cierto
entorno del punto ¢y y no en todo el intevalo [to—«, to+«]. La condicién
sobre f de ser Lipschitz es realmente algo mas fuerte que ser continua
(aunque solo en al segunda variable, por eso no sobra la hipdtesis a))

Observaciéon 1. Si existen las derivadas parciales %, para i,) =
1,2,...,n y son continua sobre el compacto [to— «, to+ ] x D, entonces

f es Lipschitziana.

Demostracion: (de la Observacién) Por ser continuas las derivadas
parciales sobre un compacto, existe K > 0 de modo que

, af(ta .Z')
K = ”gl%xn{ ||]a—$i|[t0—a,to+a}><D||OO }-

Ahorasi z,y € Dyt € [ty — a,to + @], se tiene que
1£(t:2) = fty)llee < D 1F5(82) = Fi(t )l
j=1

Ahora para cada 7 = 1,2, ...,n y usando la desigualdad triangular
|f](t,Z) - fj(tay)| <
|f](t7 R15 22y« Zn) - fj(tJJh 22y eeny Zn)|+

i
L

|fj(t7y1a - Yi-1, 21, 7Zn> - fj(t7y17 s Yi—1, Yl Zi+1, ,Zn>>|+

N
U
N

|fj(t7y17y27 ""yn—bz’ﬂ) - fj(tayby?v 7yn)| S

usando el Teorema del Valor Medio ( existen (; para las que )

Af5(t,¢1) < 00(8.G) 0f5(t,6n)
2SN ST — ZIINTD ST — Y ASER LA _ <
=l =l 3 Pl + 1250 — <
K3 [z — il < 0Kz =yl
i=1
Por 1ltimo vemos que
1£(t.2) = F(t,9)]loo < n°K]|2 = yllo O

Veamos ahora la prueba del teorema.

Demostracion: (del Teorema de Existencia) Consideramos
1
N

(ya veremos durante la prueba el por que de esta restriccion). Se con-

0 < h < min{a,

sidera el espacio normado completo X
X =(C(to =h,to+h],DCR"), || |[ec) =
{g:[to—h,to+h] — D : g continua },
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con la noram || ||e (ver Apéndice sobre Espacios Normados). Se con-
sidera sobre X el operador T
T : X — X
g = Tt) = zo+ [y f(s,9(5))ds,
donde la integral la entendemos coordenada a coordenada. Veamos que

T esta bien definido y que es continuo y algo mas es contractivo.

= Ver que esta bien definido es probar que para todo g € X
ocurre que T'(g) € X.

Por un lado como ¢ € X es continua y como por hipdtesis f
también lo es, el Teorema fundamental del célculo nos dice que
T'(g) es una funcién continua sobre el intervalo [ty — h,to + h.

Ahora tenemos que ver que para todo t € [tg— h, to+ h] ocurre
que T'(g)(t) € D. Claro, como g € X se sigue que para todo
t € [to — h,to + h] se tiene que g(t) € D. Ahora

1T (9)(t) — wolloo =

méx {méx{]/t Fi(s,9(s))ds| : t € [to—hyto+h]}} <

7j=1,2,..,n

méx { max{ 1fi(s,g(s))|ds = te[to—h,to+h]}} <

7j=12,..,n to

¢
mic{ [ [1f(5. (5D llucls 1€ [t~ bt +1]} <
to
como g(t) € Dy f estd acotada sobre [ty — h,to+ h| x D
Mh <

donde la ultima desigualdad se da por la eleccion de h.

Ficura 1. Entorno de xg.

» La continuidad de 7' la vemos del siguiente modo. Vamos a
ver algo mas fuerte, T" es contractiva.
Sean g1, g € X. Ahora (usando indistintamente || || como
la norma de R™ o la norma de X, ver Apéndice sobre Espacios
Normados)
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IT(01) — T(g2)loe =
i vasm — f(5.g2(8))ds]le } =

—h t0+h

mix { mix {|/fﬂ&mwﬁ—ﬁwﬂﬂﬁwﬂ}}§

J=12,..n " t€[to—h,to+h]

mix {  mix y/msm — Fi(s, ga(s))lds }} <

7=12,.. ,TL te[to—h,to+h]
. dst <
s 7)) = fsoDlds } <
y como [ es Lipschitz y ¢1(s),ga(s) € D para todo s € [ty —
h,to + ]

t
3 N — ds } <
i Vi) = (ol ) <
hN|[g1 — 92|co-
Donde por la eleccién de h se sigue que
0<hN <1

Por tanto 71" es contractiva.

Ahora podemos aplicar a T' el Teorema de Punto Fijo de Ba-
nach (ver Apéndice de Espacios Normados). Asi tomando la funcién

constante xo(t) = x¢ y la sucesién recurrente
xp(t) = T(xp—1) (%) para kE>1,
tenemos que existe
lim T'(xy) = =.
k—o0
Este x es el inico punto fijo del operador Ty por tanto solucién de la
E.D.O.

x@zﬂm@=m+jf@amﬁ

ademés, claramente x(tg) = o (la integral se anula para ¢t = tj). Luego

x es solucién unica del problema de Cauchy al menos en el intervalo
[to — h,to + hj O

Observacion 2. La iteracion del Teorema de Punto Fijo que hemos
visto ahora al final de la prueba del Teorema de Existencia nos propor-
ctona un Método Numerico para aproxrimar la solucion de problema
de Cauchy

{ d'(t) = ft,x(t))

z(tg) = xg

(aunque no es un método que converja muy deprisa; ver Métodos Numéri-
cos para E.D.O.)
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Claro, si tomamos la funcién constante xo(t) = xo, la sucesién recu-

rrente
x(t) = T(xp_1)(t) para  k>1
y
r = lim T (xy) (punto fijo),
entonces

|k = 2lloo = [[T(25-1) = T(@)|]o <
por ser 1" contractiva
Nhl|zg—1 — 2|0 < ...
repitiendo el proceso
e < (NR)F||20 — 2]]o0 < (NR)EB
donde la ultima desigualdad se da ya que x(t) = T'(z)(t) € D (segin
la notacién del Teorema). Como Nh < 1,
(NR) B =40 0
y asi las iteraciones xj se acercan a x cuando k se hace grande 0
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