CALCULO

1. Los Numeros Reales.

1.1. A) Encuentra el niimero més pequeno de los siguientes conjuntos de nimeros
naturales: 1) A= {2n:n > 5} 2) {2k*+7 :8>k>2}
.Cual es el elemento mas grande en cada conjunto?

B) Observa el subconjunto de nimeros racionales {+ : n € N\{0}}. ;En este
subconjunto existe un elemento que es el mas pequenio de todos? ; Existe alguno que
sea el mas grande?

1. 2 Demuestra por induccién que
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5) Sea un nimero 0 < xy < 1 y se define la secuencia de nimeros x,, = =, 1 1
n

para n > 1. Prueba que 0 < z,, < 1 para todo n € N.

1.3. Las siguientes propiedades de las operaciones con ntiimeros reales (o raciona-
les) son ciertas y se deducen de los axiomas de cuerpo ordenado. Intenta probarlas:

Usando las propiedades de la suma: a) si z + y = = + z, entonces y = 2 b)
six+y =z, entonces y = 0 c)siz+y =0, entonces y = —x d) —(—x) ==
Usando las propiedades del producto: en todos los casos si x # 0, a) si
Ty = xz, entonces y = z b) si xy = z, entonces y = 1 c) si zy = 1, entonces

y=; d)r=u
Usando la plfopiedad distributiva: a) 0z = 0 b) Si x # 0 e y # 0, entonces
ay#0. o) (mo)y=—(ay)=z(-y) d) (—2)(-y) =2y

Usando las propiedades del orden: a) si z > 0, entonces (—z) < 0 b) si
z < 0ey < z, entonces xy > xz. c) si x # 0, entonces z2 > 0 y en particular
1>0. d)si0 <z <y, entonces 0 < 1/y < 1/x.

1.4. Una maquina trabaja solo con nimeros de tres cifras y es capaz de introducir
una coma entre las cifras. Muestra que la maquina no respeta la propiedad asociativa
de la suma ( Indicacién: considera tres nimeros como 12,2; 3,19 y 4, 12. Utiliza que
el redondeo se hace eliminando el dltimo decimal).

1.5. Demuestra lo siguiente:
* 1) Si ax = a para algin nimero a # 0, entonces z = 1.
2) (z+y)? =a® + 22y + ¢ 3) a? —y? = (z+y)(x —y).

4) Si 2% = y?, entonces x = y o bien x = —y.
—b+ Vb? — dac

5) Siazx®*+br+c=0ya#0, prueha que r = 5 jsiempre?
a
1.6. Simplifica las siguientes expresiones:
2 2 2 2 3_ .3
r*—a ¥+ 2ar +a x> —
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1.7. Si 0 < a < b son dos numeros reales, prueba que las siguientes desigualdades
son ciertas:

9 2 2
ab - ,—ab<a—|—b< a+b‘
a-+b 2 2

* significa, problema propio del grupo.



1.8. Dibuja los siguientes conjuntos de R. Calcula supremos, infimos, maximos y mini-
mos de cada conjunto, en caso de que existan.

D {1-1/n:neN{0}} 2 [L3)UERA  3){(-D)"+:2, neNk

1.9. Halla todos los nimeros reales x que satisfacen, en cada caso, las siguientes rela-
ciones:
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1.10. a) Resuelve las ecuaciones: |[x—3|+|z—7| =2, |z=3|+|z=T7| =4, |[[3—=z|—|z|| =
2+ 1, y 2= el =2+ |2|

6) 22 —4 > |2z + 4 7)

9) 23(2% —62)(z +3)2<0  10) <3

b) Prueba que:
N{zeR : 2z+3|<6}={zreR : —-9/2 <z <3/2} =(-9/2,3/2)
D {reR : jJz-1<|z|]}={reR : 2>1/2} =(1/2,00).
3){reR : |z(x—4)| <|z—4]—|z|} = (2 V8,3 —5).

1.11. En la ecuacién y = 2x + |2 — x|, despeja = en funcién de la y.

x1.12. Si x > 0, prueba que entonces es cierto que = + % > 2.

x1.13. Si a < by para todo € > 0 se verifica que a < b < a + €, prueba que a = b. Del
mismo modo prueba que si para todo € > 0 se verifica que b — € < a < b, entonces a = b.

«1.14. Propiedades de los supremos e infimos. A) Sea A un subconjunto no vacio
y acotado de R. Sea Ay C A con Ay # (. Prueba que Ay estd acotado y que:

inf A <inf Ay <supAg <supd

B) Sean A, B C R, no vacios y sea a € R. Se definen los siguientes subconjuntos de R:

A+B={recR:xz=a+b donde a€ A y be B}

aA={reR:x=aa donde ac€ A}

Prueba que:

a)supA+ B =supA+supB b)inf A+ B=inf A+ inf B.
¢) inf A = ainf A y sup @A = avsup A siempre que a > 0.
d) inf A = asup A y sup @A = ainf A siempre que « < 0.

C) Sea « una cota superior de A C R.

a) Prueba que si o € A, entonces oo = sup A.

b) Prueba que a = sup A es equivalente a decir que para todo ntimero r > 0 existe a € A
de modo que a — r < a.

1.15. Calcula cotas superiores e inferiores, supremos e infimos (si existen) de los siguien-
tes conjuntos:
l / / 25 5 1
1) {3,3'3,3'33,3'333, ....} 2) 3, E]Q(Z’S] 3{reR:2=1- 1, conr >0}
4) A C R de modo que si z € A y su forma decimal es x = 0,a1a2a3....ay,... se tiene que

asr = 1 para todo k € N.



