ANALISIS MATEMATICO BASICO.

DEFINICION AXIOMATICA DE LOS NUMEROS REALES.

Los niimeros reales los presentamos como un conjunto R (que contiene a

los racionales QQ C R) con dos operaciones (una suma y un producto) y un

orden con ciertas propiedades.

Definicion. 1. Liamaremos conjunto de los niumeros reales y notaremos R,

a todo conjunto que tenga las siguientes caracteristicas. Para cualesquiera

z,y,z2 € R:

A: Una operacion SUMA ( +

RxR — R

(@y) — T4y > Con las pro-

piedades:

B: Una operacion PRODUCTO <

Asociativa: (z+y)+z=x+ (y+ 2).

Conmutativa: x +y =y + x.

Elemento Neutro: existe un elemento que notaremos 0 € R, tal
quez+0=0+2 ==x.

Elemento Opuesto: para todo niumero x existe otro que notare-

mos —x € R, tal que z + (—x) = (—z) + 2 = 0.
x: RxR — R
(z,y) — wxy=mzy )’

Con las propiedades:

Asociativa: (zy)z = x(yz).

Conmutativa: ry = yz.

Elemento Neutro: existe un elemento que notaremos 1 € R, tal
que x1 = lz = .

Elemento Inverso: para todo nimero x no nulo existe otro que
11

notaremos % €R, tal que v, = o =1.

C: Una propiedad DISTRIBUTIVA del producto con respecto a la
suma: ©(y + z) = Yy + 2.

D: UN ORDEN COMPLETO COMPATIBLE CON LAS OPE-
RACIONES, es decir
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» dados dos nimeros x,y entonces o bien x es mayor o igual a ¥,
y <x o bien x < y;

w 5ty <z, entonces c+y < x4+ 2;

m sty <zyax >0, entonces xy < xz;

E: INCLUSION DE Q. Se verifica que NC Z C Q C R.

F: LA PROPIEDAD DEL EXTREMO SUPERIOR. Todo sub-
conjunto de R no vacio acotado superiormente tiene un supremo, es
decir

= 5i A CR de modo que existe M € R con a < M, para todo a € A
(M cota superior de A), entonces existe « € R con las siguientes
propiedades

1. «a es cota superior de A

2. para cualquier M cota superior de A se verifica que o < M. FEs-

cribimos a = sup A, el supremo de A.

Definicion. 2. Un conjunto con las propiedades A,B,C y D se le llama un

cuerpo ordenado.

Q es un cuerpo ordenado. Las propiedades de la suma, producto y orden
anteriores son las habituales de los nimeros que conocemos. La formalidad
con la que se presentan no deben intimidarnos. Veamos algunos ejemplos de

como ya sabemos utilizarlas.

Ejemplos. 1. = Supongamos que ax +b =0, donde a y b son nimeros
conocidos y x es una incognita. Entonces:
ar+b+(-b)=(-b) < ar+0=-b; siademds a#0 =
1 1 —b —b
—ar=—-(-b) & loz=— & z=—.
a a a a
Es decir hemos despejado la x. Para ello hemos usado las propiedades
de existencia de elementos opuestos e inversos; asi como la existencia
de elementos neutros tanto para la suma como para el producto.
= Six >0, entonces —x < 0. Para ver esto, sumamos —x en la primera

desigualdad y asi
z+(—2)>—-2 & 0>-—uzx
segun las propiedades del orden respecto de la suma.
2 (x4 a)? = (x+a)(z+a) =22+ 2ax + a®. La propiedad distributiva
y la conmutativa con respecto a la suma y el producto nos permiten

alcanzar tal desarrollo.
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3
» De la misma manera (xr —a)? = 22 —2ax+a®>. Y (z+a)(z—a)=

z? —a?. ) )

2
= La expresion w puede ser simplificada ya que es igual a
r+a
2
@t+a” L.
r+a

Observacién. 1. A partir de Q se puede hacer una construccion de los
numeros R. Es compleja y estd fuera de nuestra alcance. Ver el apéndice

Construccion de los numeros reales, para tener una idea de la misma.
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