CALCULO

2. Sucesiones y Series.

2.1.Usa la definicion de limite de una sucesion para probar que:

, 1 . A B
inf{a, = —ine N\{0}} =0 implica que léglan = nh_{go - = 0;

» ; Puede existir algin n tal que a,, > 0,137

= ;E infinitos n tales que a,, > 0,137

= ; A partir de que ng todos los a,, n > ng, distan de cero menos que 0, 00047
Usa la definicién de limite de una sucesion para probar que:

) n?+1
L lim ———— =1
) 2n? 2 )
2. lim = —. Halla un numero natural N tal que para todo n > N se
n—oco 3n2 + 1 ) 3
n 2
t — 2| < 107
enga que |3n2 1 3|

2.2. De la sucesién (x,)22, se sabe que es convergente y que sus términos son
alternativamente positivos y negativos. ;Cudl es su limite? Razona la respuesta. Pon
un ejemplo.

Observacion: Como indicacion general, puede ser 1util siempre que tengamos una
sucesion, como las que aparecen a continuacion, calcular sus primero términos; ver si
creen o decrecen y determinar si la sucesién esta acotada o no.

x 2.3. Determina como son los conjuntos siguientes y calcula los respectivos supre-
mos e infimos si existen.

1 2n—1 n? n? X n? n?
— b
a)g[n’ n—|—3] )g[6n2+2’3n2+1] C)Q[6n2+2’3n2+1]
2.4. Sea x € R cuya forma decimal es x = r,a1as...a,0741...... . Se considera la
sucesion (xy)ee, = (r, ay...ax)72 . Prueba que limg_,o ) = .
Comprueba que la sucesién 0,5 0,55 0,555, .... converge a g.

2.5. Una sucesién (z,)5; C R se dice que converge a infinito (lim,,_. , = 00) si
para todo M > 0 existe ng tal que si n > ng entonces x,, > M.
a) {Qué significa entonces que lim,, o , = —00 7
b) Determina el limite de las sucesiones: 1) a,, = 3n+4 2) a, = —5n + 8 3)
an=+vn 4)a,=-3" 5)a,=(-1)"3"
¢) Prueba que si lim,,_,o, 2, = £00, entonces lim,, i =0
d) Si z > 1, comprueba que lim,_,,, 2" = oo. Deduce que si x € (0, 1), entonces
lim,, oo ™ = 0.

1 1
e) Determina el limite de las sucesiones: 1) a,, = (5)" 2) a, = (—1)"(5)” 3)
—1.,
an = ( n )

* significa, problema propio del grupo.



2.6. Calcula los siguientes limites:

n n+1 249 2 1
D tim T 9y ki Vi 42— Vel 3) m Vn2+2—vVn2+n
vV2n —1 ( 1 1 1 )
4) llm — 5) lim + 4ot —
) 1 1 1 . cosn ., (=D)"+n
O ettt o) DT ST

2.7. Se puede probar que la sucesién ((1+ 1/n)")>°, es creciente y acotada; por tanto
convergente. Se define el nimero real e como:
1
e= lim (1+ )"
n— oo n

Calcula los limites de las sucesiones siguientes:
n343

1)an:<1+n%+2> o 2)1)”:(#1)”.
3) (1+:45)5)0, 4 (-4, 5) (B2,

2.8. Sucesiones recurrentes: A) Determina si las sucesiones siguientes son convergentes
0 no.

1) any1 = anys, con agp = 5. 2) Tpp1 = /1 + 22, con z1 > 1.

B) Comprueba que las sucesiones siguientes son convergentes y calcula su limite.
3) an =1/2(an—1+6), cona; =2.4) xpy1 = ﬁ con 1 = 2.

2
5) Tpt1 = Tt™ con = m > 1 (Verifica que estamos ante un algoritmo para calcular
n

2z
).

% 6) Tpp1 = 3(zn + i), con zg > 0. (Indicacién:usa el problema 1.12 )

2.9. Sea a, el numero de instrucciones de un determinado algoritmo para su ejecucién
sobre n datos de entrada. Se sabe que dicho algoritmo actia de la siguiente maneras:
1) con solo un dato de entrada resuelve el problema usando una instruccion.
2) con n datos de entrada usa 4n instrucciones para reducir el problema a n — 1
datos y se ejecuta sobre ellos el mismo algoritmo.
Se pide: a) definir la sucesién recurrente (a,)>2 ;. b) Estudiar la monotonia y acotacién
de la misma. ¢) Probar por induccién que |a, — 2n?| < 2n para todo n. d) Deducir que

’ a o
lim,, oo oy = 1.

x 2.10. Sea sabe que lim, o 1 + % + ...+ % —Inn = C. El limite C' tiene nombre se
llama constante de Euler. Usando lo anterior (y las propiedades del logaritmo) calcula

1 1
i o —
e+l Tnr2 Ty

« 2.11. Calcula el limite lim,_,oo V2v2v/2..... 2%.



ot on+5 St 6n+1 _3n 4n+2 _7
2.12. a) Calcula la suma de : Z W, Z W y Z T
n=1 n=1 n=3
« b) Expresa como fracciones los nimeros decimales:
0,221111... 0,121212.... 4,45616161.....

(Indicacién:en primer lugar, escribelos en forma de serie).

2.13. Sean (a,) y (by) dos sucesiones tales que a, = by, — by y1.

« 1) Prueba que Zzozl a, es convergente si y solo si la sucesién (b,) es convergente y se
tiene que:

o0

> ap=b; — lim by

n—oo

n=1

« 2) Prueba que para cualquier serie > .~ a, se puede encontrar una sucesién (b,) que

verifica las condiciones del apartado anterior.
) Aplica 1) al célculo de la suma de las series:

0 ) anl
n+1) Zn(n+1)(n+2)’ Z(1+2n)(1+2nl Y Zlnl_*

n=1 n=1

n:l
2.14. Usando el criterio de comparacién determina la convergencia de las series:

in—i—l‘ i n+7 in—l
n2—-1’ nd+n+1’ n+1
n=2 n=2 n=1

2.15. (Series alternadas) Determina si cada una de las series siguientes es absoluta-
mente convergente, condicionalmente convergente o ninguna de ambas cosas:

a);(lnn)k k>0 b)g—gt —pt. C);ml)nﬂ‘
3 U2 b eston)
n=1

2.16. Estudia la convergencia de las series:

x 1) Z 3 2) Za"n“ a>0 3)271
b RL - —nlta
0 n 00 0 nm
n+1 3"n 2 —sen("")
ny (M) et g g
n=1 n=1 n=2

Z1x3x5---x (2n41)
7)2 3X6X--X3n

— 1 — 1 ~VnZ+1l-—n
k >0 10 _
8);(lnn)k >0 g)nz::plnn P )nzz:l n
= 1 Vn+l-yn >, sen(nf)
11) T 12)2T 13)) i 0<f<2m
n=2 VI~ n=1 n=1
2 n? 2"n! > n?
14) > — 15) — 16) > o
n=1 n=1 n=1
> s = logn 2. 1/2 4 cos(nm)
17) Zsen(ﬁ) < 18) Y e 19) > .
n=1 n=1 n=1

© xkz e :E2k . o0 $2k_1 b1
x  2.17. Sean las series: —, —(—1 — (-1 . Prueba que
z_;)k:! kz_o%!( Sy ;(zk—m( ) d
todas son absolutamente convergentes para todo = € R. (Se verd que: e*,cosx y senx
son las sumas, respectivamente, de las series anteriores).



