ANALISIS MATEMATICO BASICO.

SUCESIONES DE NUMEROS REALES

Los conceptos de recta (R) y dar un corte en la misma (ndmero real), son
muy graficos pero dificiles de manejar. Son mas faciles de usar los procesos
discretos, aquellos que se pueden contar, enumerar. De aqui el origen de las

sucesiones.

Definicion. 1. Se llama sucesion de nimeros reales a toda aplicacion de N

en R:
v : N — R
n — ¢n)= z,€R

o0

Notacién: Usualmente una sucesién se denota por sus imégenes (,)0 ;,

una coleccién numerable de nimeros reales ordenados de algin modo (las
nociones conjuntistas de aplicacién, dominio e imagen de una aplicacion se

pueden ver en el apéndice de Teorfa de Conjuntos).
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E_]emplos. 1. L] (ﬁ)%ozl = {]., 5, g,.. .,E, m,}

33— .3
. (%)Z":l =1{0,3;0,33;...0,33—veces - - - 3;--- }
- (B2, = (232,93, V3, .}
ap 1 —2 . .,
m =2, T,= Tn-1——5_——, Para todon > 1 (ejemplo de sucesion
Tp—1

recurrente).

Vimos que los término del segundo ejemplo se acercaban a % Mientras
que los del cuarto lo hacian a v/2. El concepto principal unido a la nocién

de sucesion es el de convergencia.

Definicién. 2. Una sucesion de nimeros reales (xy)5>, se dice que com-
verge a un nimero x € R o que el limite de la sucesion es x si ocurre lo

stguiente:
para todo € >0 existe ng € N de modo que para todo n > ng

|xy — 2| <e.
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Notacién: Si (z,)72; converge a x escribiremos

, Tn —
lim z, =« o}
n—oo n—oo

y diremos que z es el limite de la sucesién. Lo que vemos en esta definicién

es que las distancias de los puntos de la sucesién al limite son cada vez més

pequenas.
1
Ejemplos. 2. = lim — =0
n—oo N
s lim 0,33, —veces---3 = =
n—00 3

Demostraciéon: Vimos que no existe ningin nimero real ¢ > 0 que sea

menor que todos los niimeros de la forma % Luego si € > 0 existe un ng € N

1

de manera que n—lo < €. Por tanto para todo n > ng (asi + < 1), se verifica

n > ng
que
1 1 1
0——]=-<—<e
n o n  ng
Lo que prueba que 0 es el limite de la sucesion (%)3":1

Para ver que lim,, o 0,33, —veces - - - 3 = %, recordemos que

1_3 .3 3 1
3 10 10 10F 3 x 10*%

Sea ahora € > 0, y tomamos un ng de modo que 10%0 < €. Ahora para todo

para todo k € N.

n > ng tenemos que
! < 1 < <
=< — €
3 x 10" 10m 10mo

1

= —0,33n—veces - - - 3

’3 ) ‘
g

Observacion. 1. Un poco mds adelante daremos procedimientos para calcu-
lar limites de sucesiones de forma mds sencilla, aunque no debemos olvidar

que debajo de todos ellos estd la definicion de limite.
Proposiciéon. 1. El limite de una sucesion, si existe, es unico.

Demostracién: Sea (x,,)5° ; una sucesién y supongamos que = e y son dos
limites distintos de la sucesién, pongamos = < y (razonamos por reduccién

al absurdo).

——Y4-r —

= s
x

— —
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FiGurA 1. Puntos separados por intervalos abiertos.
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La distancia que separa a x e y es y—x. Si tomamos € = % > 0, entonces
tendria que existir ng de modo que para todo n > ng se tuviese que
|xn_l“<€ y Ixn—y\<e,

pero esto no es posible ya que entonces seria cierto que:
Yy—x
2

ly—z| =y —xn + oy, — 2| < |y —zp| + |z, — 2] < 2=
U

Por otro lado no es cierto que toda sucesién tenga un limite.

Ejemplos. 3. » La sucesion (n)o2; no estd acotada (como subconjunto
de R no estd acotada superiormente), no tiene limite.
» La Sucesion ((—1)" + %)fle = {0, %, —%, %, —% ...} toma alternati-

vamente valores cercanos a —1 y 1, luego los términos de la sucesion

no se aproriman a un Unico numero.
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F1GURA 2. Sucesién no convergente.

Ejercicio. 1. Prueba que toda sucesion convergente estd acotada, es decir

como conjunto de R es un conjunto acotado inferior y superiormente.

En los ejemplos anteriores, podemos ver que existen sucesiones acotadas

que no son convergentes.
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