AMPLIACION DE MATEMATICAS

LA TRANSFORMADA DE FOURIER.
Dada una senal f: R — R,

1. f no tiene por que ser periddica.
2. f no tiene por que estar limitada en el tiempo.

3. f no tiene por que tener un espectro de frecuencias discreto.

Ejemplo 1. Si f es una funcion dada por una serie de Fourier com-

pleja
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‘energia’ ¢,. Es decir f esta formada por una familia discreta de fre-

la funcién f es periddica y a cada frecuencia le corresponde una
cuencias. Tomando como modelo la serie anterior, podemos tratar de

encontrar el ’espectro continuo’ de una senal tomando
F) = / f(t)e™™dt  donde A €ER,

asi obtendriamos la ’energia’ correspondiente a la frecuencia % Claro,
ahora las frecuencias A recorren todo R y la senal f no tiene por que
ser periodica. Todo ello nos da pie a dar la siguiente definicion.

Definicién 1. Sea f : R — R una senal cuya variable es t el tiempo.
Se llama transformada de Fourier de la funcion f a la funcion real
a valores complejos
f R — C
Ao FO = [ feivar

cuya variable X recorre el dominio de las frecuencias.
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Observaciéon 1. En otro contexto, el de teoria de probabilidades,
dada una variable aleatoria X cuya funcion de distribucio’n viene dada
por una funcion de densidad f, la expresion ¢, (x f f(s)e™®ds
representa la funcion generatriz de momentos. No es mas que

que una transforamda de Fourier.

Notacion:

1. En otros textos se puede ver la notacién F[f](\) = f()).
2. En otros textos la definicién de la transformada de Fourier ]?se

da como

- 1 o0 )
fx :—/ f(t)e ™t

== 10
Es decir, nuestra definicién salvo una constante. Mas adelante
cuando veamos el Teorema de Inversion entenderemos el sen-

. . . 1
tido de mutiplicar por la constante ors

Ahora vamos a ver dos ejemplos del cédlculo de transformadas de
Foruier, donde ademads veremos que ocurre con las frecuencias. Para
ellos vamos a representar las graficas de las transformadas de Fourier.

Ejemplo 2. Se considera la funcion

- ﬁ—l-\_\_—:-

f(t):{l si te|-m,m T | -

0 en otro caso
Calculemos su transformada de Fourier. Como
f(®)e ™™ = f(t)[cos(At) — isen(At)]

y por ser f una funcién par, se tiene que f(t)sen(At) es impar y por
tanto [~ f(t)sen(At)dt = 0. Asi

/ f(t)e HMdt = / cos(At)dt
At)
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Donde el limite que aparece al final se calcula por L’Hopital. Ademés

sen(Am) . ,
como 2—~ es una funcién par en Ay limy 4o

de esta transformada es

2% = 0, la gréfica

FicuraA 1. Transformada de Fourier de la funcién de f.

Observacién: la funcion f anterior es casi constante, luego no lleva
frecuencias asociadas salvo A = 0, que es lo que desccubre precisamente
su transformada de Fourier.

Ejemplo 3. Se considera la funcion

- e = - i

ef\
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f es una funcién par, por tanto la funcién f(t)sen(At) es una funcién

0 en otro caso.

f(t):{cos?)t si te[-mm]

impar y su correspondiente integral sobre un intervalo centrado en cero

es nula.

™

N = /7r cos 3t cos Atdt = %/ﬂ cos(t(3+)\))dt+%/ cos(t(3—N\))dt
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donde hemos usado que cos Acos B = $[cos(A + B) + cos(A — B)], y
asi

Clsen(B+NH | w0 sen(B-N) | @

2 3+ -T2 3=\ -
_sen((3+ A\)m) N sen((3 — \)m)
3+ 3—A
1
T9_ 2 [(B=MN)sen((34+ N)m) + (3 + A)sen((3 — A\)7)]
usando que sen(A + B) = sen Acos B + sen B cos A,
1
= ﬁ[(g’ — A)cos3msen A\ + (3 + ) cos 37 sen(—A)]
1 2\ sen A
- m[—(3 — A)sen Am + (3 + ) sen Arwr| = v
La funcién f(\) = LT 65 par, se anula en cero; Hmy 4o ZEUM =
0 y ademas usando L’Hopital se tiene que limy_, 43 —”‘95_61;2’\” = 7. Ahora

es facil pintar su grafica

| fist
3 - = T Jl_ L:-"“—":*“‘
E 3

FicuraA 2. Transformada de Fourier de la funcién de f.

la cual, como se ve, descubre la frecuencia % de la funcién f.
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