ANALISIS MATEMATICO BASICO.

CALCULO DE DERIVADAS.

La Funcién Derivada.

Definicion. 1. Sea una funcion f : R — R derivable. Se llama funcion
derivada a la funcion
R — R
x = fl(x).
Observacién. 1. » Domf' ={x R : f es derivable en x }.

» La funcion derivada es un nuevo objeto matemdtico, una funcion, con
importantes propiedades y aplicaciones (ademds del cdlculo de rectas
tangentes de la que surge).

= Se puede conocer muchas propiedades de f a través de su derivada f’
como veremos. El cdlculo integral estd intimamente ligado al cdlculo

de derivadas (Teorema Fundamental del Cdlculo).
Una primera cuestion que hay que tener en cuenta es la siguiente.

Teorema. 1. Sea una funcion f: R — R la cudl es derivable en un punto
x = a de su dominio, es decir existe f'(a), entonces necesariamente f es

continua en el punto a.

Demostracion: Como existe

) -t L) @)

y como la funcién valor absoluto es continua en todo R se deduce que
T—a |z — al
» Si f/(a) = 0, entonces para todo € > 0, existe un 6 > 0, que lo
podemos tomar menor que 1, de modo que si
O0<|z—a|l<d =|f(z)— fla)] <|z—ale<e,

luego acabamos de ver que lim,_,, f(z) = f(a).
1
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» Si f/(a) # 0, entonces para todo € > 0, existe un 6 > 0, que lo
podemos tomar menor que m < 1, de modo que si

O<lz—al<d =|f(z)- fla)l <(f(a)l +e)lz—al <

luego acabamos de ver que lim,_,, f(z) = f(a).

O

La condicion del Teorema no es en cambio suficiente. Ya hemos visto que
la funcién f(x) = |z| es continua en toda la recta, pero no es derivable en
z =0.
Calculo de Derivadas.

Como vimos en el caso de limites, las derivadas se comportan bien res-
pecto de las operaciones algebraicas habituales. Lo que nos permite conocer
y calcular derivadas de muchas funciones conociendo las de unas pocas y

usando las reglas siguientes.

Teorema. 2. Sea f,g: R — R dos funciones derivables en un punto x = a

y sea A € R, entonces
a: existe (f +g)'(a) = f'(a) + ¢'(a);
b: eziste (A\f)'(a) = Af'(a), y asi existe (f — g)'(a) = f'(a) — ¢'(a);
c: existe (fg)'(a) = f'(a)g(a) + fla)g'(a);
4 _

. . 1, a
: st g(a) # 0 existe (5) (a) = gg(iz))’ y por tanto
. Fyey_ [la)gla) — fla)g'(a)
existe (;) (a) = ()

Lo que acabamos de escribir son nuestras primeras reglas de deriva-
cién. Demostracién: a), b) y ¢) quedan como ejercicios. Como se vera a
continuacién es un sencillo juego de limites.

d) Tenemos que calcular el siguiente limite, por definicién de derivada,
1 1
g(:L‘) g(a’) Y g(a) —g(l‘)

11 1
pma w—a oo (z—a)g(@)g(a)

9@ gl 1
2T x—a g()gla)

como g es derivable en a, y por tanto continua en a y g(a) # 0, se sigue
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Ahora para calcular (g)’ (a), solo es necesario aplicar la regla c¢) y lo que

acabamos de ver. Asi

Iy —l’a:’ala Ialla:
(g)(a)—(fg)() f()g()+f()(g)()

g

La siguiente regla de derivacién es también muy tutil.

Corolario. 1. Si f(z) = 2", con n € N, entonces f'(x) = na" 1.
Demostracién: Esta prueba se hace por induccién. El cason =0y n =1
ya los conocemos, los pusimos como ejemplos de calculo de derivadas después
de dar la definicion.

» Sin =0, entonces f(x) = 2" = 1 y sabemos que f'(x) = 0.

» Sin =1, entonces f(z) = 2! = z y sabemos que f/(zr) =1 = 1271

Luego se cumple la féormula.

n—1

" se verifica que f'(x) = nz" !,

» Si suponemos que para f(x) = x

entonces
(" = (z2") = 1(z™) + 2(na™ ') = (n + 1)2"
donde hemos usado c) del Teorema anterior

O

Corolario. 2. Si f(z) = 2™, con n € N, entonces f'(z) = —nz~""! para

x # 0.

Demostracién: f(x) = %, luego usando d) del Teorema anterior

—1
/ _ —na" _ n—1-2n __ —n—1
f(ac)—wT——nx = —nx

O

Ejemplos. 1. Las reglas anteriores nos permiten hacer los siguientes cdlcu-

los.

» Si f(z) = apz™ + ap—12" L+ -+ + a1x + ag, entonces
f(z) = na,z" ' + (n— 1)an,1x”_2 + oo + 2007 + ay;

= en concreto si f(x) = 323 — 22 + 1, entonces f'(x) = 922 — 2x;
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= sig(z) = ;ﬁ;}, entonces si x # —1

20(z® +1) — (* — 1)32?  —a?+32* + 22
(@3 +1)2 T (@B 1)

g'(x) =

Regla de la Cadena.
La Regla de la Cadena es dentro de las Reglas de Derivacién la mas dificil
de dominar, pero que juega un papel muy importante dentro del Calculo.

Hace referencia al modo en que se deriva la composicién de dos funciones.

Teorema. 3. (Regla de la Cadena). Sean f,g: R — R dos funciones de

modo que [ es derivable en a y g es derivable en f(a), entonces existe
(g0 f)(a) =4 (f(a))f'(a).

Demostraciéon: Tenemos que calcular el limite

W 20T 00 f@) o) ~ 0 (@) f@) ~ fla),

T—a T —a a—a  f(x) — f(a) r—a

Ahora por un lado,

f(x) — f(a> / ;
- —2—a [ (a), por otro lado }llli% Y

g (f(a)). Si llamamos h' = f(z) — f(a), como f es continua en a, entonces
si x — a se sigue que ' = f(z) — f(a) — 0y asi
: _ e 9 @)+ 1) —g(fa) o g(f(x) —g(f(
g(f(a) = lim, W = T ) = fla)
Por lo tanto el limite (x) que queremos calcular toma el valor ¢'(f(a))f'(a)
U

@)

Ejemplo. 1. Queremos derivar la funcion f(x) = (z% — 3)2.

Demostracién: La funcién f es la composicién de la funcién h(z) = 2% — 3

con la funcién g(z) = 22, asi f(x) = goh(x) y por tanto usando la Regla de
la Cadena
f'(x) = ¢'(h(x))H (x) = 2(a? — 3)2a.
[

Teorema. 4. (de la Funcién Inversa. ) Sea f : R — R, una funcién
para la cudl que existe v > 0 de modo que (a —r,a + 1) C Domf, existe f’
y es continua en el intervalo (a — r,a + 1) y ademds f'(a) # 0, entonces
existe f~1 cerca del punto f(a) y ademds f~' es derivable en el punto f(a)

de modo que

g9(f(a) +h) = g(f(a)) _
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Demostracién: Como todos los Teoremas de la Funcién Inversa la prueba
no es facil ni corta. Ademé&s vamos a necesitar un resultado que veremos un
poco mas adelante.

En primer lugar nos interesa la regla de derivaciéon. Supongamos que f es
derivable en a y que f~! lo es en f(a). Como x = f~1(f(z)), derivando en
los dos lados de la igualdad y usando la regla de cadena en el lado derecho,

tenemos que
L= (" (f@)f' @) = () (fla)= ,

ya que f’(a) # 0.
Hagamos ahora la prueba completa. Como f’(a) # 0, pongamos f'(a) > 0

(el caso f(a) < 0 se trata de forma andloga), entonces por ser f’ continua
se sigue que f’ > 0 en todo un intervalo centrado en a. Lo que dice que f es
inyectiva (ver un poco mas adelante la relacién del signo de la derivada con
el crecimiento de la funcién). Por tanto, usando el Toerema de la Funcién
Inversa para funciones continuas, existe f~! y es continua en un intervalo
centrado en f(a). Para ver si es derivable en f(a), escribimos f(a) = by
calculamos el limite

W g IR =) ) = )

h—0 h y—b Y — b

por se f~! inyectiva existe un tinico x = f~!(y) y por serf~! continua

_ 1 1
— lim—— % m =

y—b f(l‘) — f(a) r—a f(xgzii(a) f’(a)

g

Observacion. 2. La formula de derivacion anterior puede escribirse como

1
(W) = 57
W)
Ejemplos. 2. » Sea f(x) = rr = Yx, para un n natural positivo.
Como estamos ante la funcion inversa de g(x) = =™ su derivada

viene dada por la formula de derivacion:

1 1 1 1
flay=——r = = an

glan)  n(@n)nton

(La misma férmula que para las potencias enteras).

s Sea f(x) = Va2 41, asi f'(z) = —2— = 2

Toova?+l T Va4l
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Otras reglas de derivacion.
Tenemos que tener en cuentas otras reglas de derivacion de funciones muy

comunes. Algunas las podremos justificar ahora, otras mas adelante.

Si  f(z) =senz, entonces f(x) = cosx.

Si  f(xz) =cosz, entonces f(x) = —senu.

Si f(z) =tanwz, entonces f/(z)= —%- =1+ tan’z.
Si f(x)=e",  entonces f(x) = e*.

Si  f(z) =Inz, entonces fl(z) =1

Observemos que si conocemos la derivada de la funcién seno, entonces

podemos deducir la del coseno y la de la tangente:

» Como cos? z +sen? z = 1 (ver apéndice de Trigonometria), derivando

en ambos lados de la igualdad tenemos

2cosz(cosz) +2senzcosz =0 = (cosz) +senz =0,

y despejando (cosz) = —sen x.
. sen x . .
» Por definicién tanx = , como es un cociente de funciones su
cos x
derivada sera
,  cos’x+sen’x 9 1
(tanz) = ———F—— =1l+tan"z = —5—.
cos? x cos? x

Si damos por valida la formula de la derivada de la funcién exponencial
(e”)' = e, entonces como el logaritmo es su funcién inversa tenemos que:
1 1
(Inz) = ==

- elnz T

Ejercicio. 1. Vamos a calcular las derivadas de las funciones: f(x) = ggclflx

y g(x) = arctan(cosx + sen ).

Demostracién: Para ello utilizaremos las distintas reglas de derivacién que
ya conocemos. De la funciéon arcotangente no conocemos una regla explici-

ta de derivacién, pero al ser una funcién inversa podemos deducirla facil-

mente.
] (azlnx),: (zlnz)(z—1) — (xlnz)(z — 1)
x—1 (x —1)2
_ (nz+1)(z—-1)—zhr z—-Inzr-1
B (z —1)? o (@-1)?
(arctanz) = ! ! !

(tan)/(arctanz) 1+ tan®(arctanz) 1+ a2
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(arctan(cos x + sen 1))’ = arctan’(cos x + sen z)(cos x + sen )’
—senx + cosx —senx + cosx

"~ 1+ (cosxz+senz)? 1+cos?z+2coszsens + sen? x
—senx + cosx

2+ sen2x

O
De lo anterior, podemos aniadir a nuestra lista de férmulas de derivacion

las de las siguientes funciones inversas.
1

Si  f(x) =arctanx, entonces f'(z)=

1+22°

Si f(xz) = arccosz, entonces f'(x)= \/1*172
. . , B Ix

Si f(x) =arcsenz, entonces f'(x)= =

Observacion. 3. Tener en mente las formulas de derivacion, incluida
la Regla de la Cadena, nos serd muy util cuando resolvamos integrales

en el Tema siguiente.

Ademas de derivar funciones concretas, también podemos derivar funcio-

nes que vienen dadas por otra que sepamos que son derivables.

Ejercicio. 2. Tenemos que calcular f' sabiendo que existe g en los casos
stguiente:

a) f(z) = g(z + g(a)) b) f(x) = g(zg(x)) c) fz+3) = g(a?).

Demostracion: En todos los casos deberemos usar la Regla de la Cadena

y el hecho de que existe ¢'.

a: f'(z) = ¢'(z + g(a))(z + g(a))’ = ¢g'(z + g(a)) (va que g(a) es una
constante).

b: fi(z) = ¢'(xg(x))(zg(x))" = g'(xg(2))(9(x) + x4 (2)).
c: Siy =z +3, entonces f(y) = g((y — 3)?) y ahora derivando
)

Fw) =4 (y=3y—-3)72) =dy—3)7%2y-3)
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