ANALISIS MATEMATICO BASICO.

REPRESENTACION DE GRAFICAS.

Al estudiar la continuidad de funciones, vimos que con la informacién que
nos aportan los limites uno puede dar una idea aproximada de la grafica de
una funcién. Ahora al disponer de la derivada estamos en condiciones de

precisar mucho mas. Veamos algunos ejemplos.

. 3 » a3 =222 —
Ejemplo. 1. Vamos a representar la grdfica de la funcion f(r) = ——5———.
x?—x

Demostracién: Observemos que

3 — 2% —x 22 —2x—1

fz) = =

x2—z xz—1

Luego, como existe el limite cuando x — 0, podemos decir que

Domf = R\{1},

y en este dominio f es continua.

Limites. Los limites en los extremos del dominio son:

3 22 —2r—1
= lim = -0
T——00 x—1
o2 —2r—1
s lim =
r—1— x—1
oz =2r—1
= lim = —00
z—1+ r—1
o221
= lim =00
T—00 r—1

Luego la gréfica de la funcién tiene un aspecto como:
1
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FiGURA 1. Primer apunte de la grafica.

Calculo de la derivada. Tenemos que
C(2z-2)(z—1)—(a*—20-1) a®—-20+1+2

J'(@) = (@ —1)2 (@ —1)2
C(z—1)2+2 2
DR

Como la derivada es positiva, la funcién es siempre creciente.

Ademids A
" - - >0, si x<1
f(‘”)_(q;_n?’{ <0, si z>1

Asi, f es convexa si x < 1y concava en otro caso.

Asintotas Oblicuas. En este caso como existen
f(z)
lim —= =1 1i —x=-1
AT =Y LRS-
se sigue que la recta y = x — 1 es una asintota oblicua de la funcién

o
|
FIGUrA 2. Gréfica de la funcién.

Observemos que la forma de la grafica, su concavidad y convexidad, nos

O

obliga a como colocar la grafica con respecto a la asintota
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Ejemplo. 2. Vamos a representar la grifica de la funcion f(x) = —2%Inz.

Demostracion:

Dominio y Limites. El logaritmo fuerza a que
Domf = (0, c0).

f es continua en su Dominio y los limites en los extremos del Dominio son

(usando la Regla de L’Hoépital cuando sea necesario):

—Inx -1

1
s lim —~2%lnz = lim = lim

1 & = 0. Como existe este
z—07t e z—0t —3
limite, 0 € Domf y alli f también es continua.
» lim ——2?lnz = —c0.
T—r00

Ademas es facil ver que f(z) >0siz € (0,1)y f(z) <0siz > 1. Luego

o

. \/
| i
FiguraA 3. Boceto de la grafica.

Estudio de la derivada. Derivando

1

>0, si x<e 2

1 1,51 1 1 ’ 1

T 1,1 1 1 . 1
f(x) = 42xlnx yi 2x[lnm+2] 0, siow=e
<0, si x>e 2.

, . . _1 ,

Asi es claro que la funcién crece en el intervalo (0,e™2) y después decrece.
_1 (. . .,

Por tanto x = e 2 es un maximo relativo, pero también absoluto de la

funcioén.

Derivando otra vez

3

>0, si x<e 2

1 1 11 1 3 ’ 3

1" 1+ ot i . 3
f(x) = 2[1n:1:+2] 50 2[lnx—|—2] 0, i =e
<0, si x>e 2.

. . . _3 ,
Asi es claro que la funcién es convexa en el intervalo (0,e”2) y después
3
2

concava. Por tanto x = e~ 2 es un punto de inflexién de la funcion.
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F1GURA 4. Grafica de la funcién.

Observemos que la forma de la funcién, ser convexa cerca de cero, fuerza
a que la derivada en cero sea nula. O de forma formal, por la Regla de
L'Hopital f'(0) = lim, o+ f'(z) = lim, ,o+ —3z[lnz + 1] =0.
O

Ejemplo. 3. Vamos a dibujar la elipse 2—2 + %j =1

Demostracion: La elipse ya la hemos tratado antes (ver apéndice Graficas

de Funciones de varias Variables). Despejando en la fémula

2
yzi\/lﬂ(l—%), para x € [—a,al.

2
La funcién f(z) = 1/b%(1 — %) para x € [0,a] ya la hemos dibujado en el
a

articulo anterior. Nos salia una grafica decreciente y concava. Como f es

2
una funicién par (es decir f(z) = f(—=z)), la gréfica de f(z) = m

para x € [—a, 0] es simétrica respecto del eje x = 0 de la gréafica anterior. Por

2
otro lado la gréfica de f(z) = —1/b2%(1 — %) para x € [—a,a] es simétrica a
a

la que tenemos respecto del eje y = 0.
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Ficura 5. Elipse.

Como ejercicio se deja comprobar que los puntos (0,b) y (0, —b) tienen
tangentes horizontales y en los puntos (—a,0) y (a,0) las tangentes son
verticales (ver apéndice siguiente sobre el concepto de tangente vertical).
[l

1— ¢
Ejercicio. 1. Representar las grdficas de las funciones f(t) = T2 y de
2t
)= ——.
9(t) 14 2

Demostracion: En el Tema de Continuidad, en el articulo sobre Graficas,

dibujamos esta grafica

A

= AE

FicUraA 6. Gréfica de la funcién f.

Observemos que entonces no disponiamos de la derivada

oo 21482 —2(1— 1) —dt >0, st z<0
<0, si O.

Asi, la funcién crece en (0,00) y decrece en el resto del dominio; por tanto
t = 0 es un maximo. Ademaés esta funcién es par por definicién, por eso nos
sale simétrica recpecto al eje de las 7y” (z = 0).

Por otro lado, la funcién ¢ la pintabamos como
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Figura 7. Grafica de la funcion g.

Esta es una funcién impar (es decir g(z) = —g(—x)), asi podemos dibujar

su gréfica simétrica respecto del origen (0,0). Solo nos falta derivar y asi
>0, si xe(-1,1)

2
g/():é;z)2 <70 s% z=-1lol
, si oz ¢ [-1,1].
Luego como preveiamos, tenemos un minimo en ¢ = —1 y un maximo en
t=1
O
REFERENCIAS

DEPARTAMENTO DE ANALISIS MATEMATICO, FACULTAD DE MATEMATICAS, UNIVER-

SIDAD COMPLUTENSE, 28040 MADRID, SPAIN
E-mail address: Cesar _Ruiz®@mat.ucm.es



