CALCULO

6. La Integral. Calculo de Primitivas.
* 6.1. Sea f(x)=1 si ze€[0,2\{1} v f(1)=2.
a)Dibuja la gréfica de f.
b) Calcula el drea del rectangulo [0, 2] x [0, 1].
c) Para cada k € N, se considera la particién del intervalo [0, 2]

P={0,1-11+12}

1 1 1 1
Sea Sy =1 X ((1_E)_0)+2X (<1+E)_(1_E>>+1 X (2_(1+E))' LQué area,
dibujala, se corresponde al valor de S;7

d) Calcula limy_,o Sk.
e) ;Coinciden los resultados de b) y d)?

6.2. Si
[z] =max{ke€Z : k<uz},

n n

representa la parte entera del nimero z, calcula I, = / [z]dx y / x[z|dx, con
0 1

n € N.

* 6.3. a) Encuentra una funcién f(z) > 0, no nula, de modo que fab f(z)dz =0
b) Supongamos que f > 0 y que f es continua en [a,b]. Si fff = 0, prueba que
f(z) =0, para todo x € [a, b].

1 T
6.4. Prueba que 1/2 < / V1—a2dx <1y que g < / sen xdr < T.
0 0

Encuentra cotas superiores e inferiores para las siguientes integrales:

s 1 1
* a) / sen® vdx * b) / V1 —22dx * ) / V14 z2dz.
0 0 0

6.5. Acudiendo a razonamientos geométricos, demuestra que:

1 1 e 1
a) / x"dx + / zY"dx =1,n € N. b) / Inxdx + / edr = e.
0 0 1 0

*6.6. Cuatro estudiantes de informatica no se ponen de acuerdo sobre el valor de la

integral / sen® zdz. Antonio dice que vale 7, Beatriz que es igual a 357 /128; Carlos
0

™
dice que vale 90 1, mientras que Diana se inclina por 7/2. Uno de los cuatro estd en

lo cierto. ;Quién es? (No intentes calcular la integral. Dibuja la gréfica de la funcién).

6.7. Si la funcién f es continua en [0, 1], se puede probar que:
1< !
lim | =) f(k/n) :/ f.
Jn {52 0

1 1
Utiliza lo anterior para calcular / xdx 'y / r*dz. (Indicacién: usa el ejercicio 1.2.
0 0

de la Hoja 1.).

* significa, problema propio del grupo.



+ 6.8. Relaciona los limites y las integrales siguientes. Deja para el final de la hoja calcular
cada jmo de ellos.

1)/ adz; lim n({/a—1), con a> 0.
0 n—oo

/21n:cdx lim_ YA +1/n)(1+2/n)...(1+n/n).

, 1 1 1
dx lim ( + +...+ ).
nsocon+1 n4+2 n+n
4)/ Vardz; lim L+ V24 V3 +f
0 n—oo n\/>

6.9. Deriva F, definida sobre [0, 1] por:

2

1) F(z) = / sen t2dt 2)F(x) = / (1+ 3 tat
0 0
g(z) T

3) F(x) = / f(t)dt, con g derivable y f continua 4) F(x) = / V1—t2dt
0 x2

Inz sen x
5) F(z) = / et 6) F(x) = / cos tdt.
0 0

T

6.10. Sea F(z) = / —3t% + 24t — 45dt. ;Cual de las siguientes afirmaciones es cierta?

a) I es decreciente en R b) La ecuacién F(z) = 0 tiene tres raices reales.
c) Fx) <0 si z<0. d) F es convexa si x < 4.

6.11. Calcula las siguientes primitivas elementales.

a) /3xd:n * b) /:174d:L‘ c) /41’64—31’24— ldz d) /(3:E— 2)%dx

e) /cosa:d:p « 1) /senmd:v g) [3cosz +2senxzdx  h) /2xcosm2dm

*

*

i) /;dw j) f%dw con k€ N\{1} = k) [e*dz 1) /(x22_x3)4d$

m) /coshxdx * n)/senhxdm i) [ 3coshz+2senh zdx 0)/coshxcosh(senhx)dac

p)/xildx *q)/mildx *r)/w2+1 /m *t)/\/li—ix?dx

6.12. Calcula las siguientes primitivas usando la Regla de Integracién por Partes.
x
1) /:cexdas 2) /(:c + 1)senzdx  3) /(356 + 1)coszdz 4) /—exd:c

5) [BEdx  6) [e"senadx 7) [arctanazdr 8) [arcsenazda.

*

*

x 6.13. Demuestra las siguientes férmulas de reduccién:

1 n—1
1) /sen" rdr = ——sen" 'z cosx + —— /sen"_2 xdx, n > 2y par.
n n

1 -1
2)/cos"mdx—cos”1wsenx+n /co" > xdx, n > 2y par.
n n
3) / dx 1 x L 2n—3/ dx
(#2+ 1) 2n—-2(2+ 1)1 2p—2 ) (224 1)L

6.14. Comprueba las siguientes primitivas:

d d
a) / * zln]tang| b) / - :1n|tan(g+%)|

senx COsS T




6.15. Obtén, mediante un cambio de variable, una primitiva en los casos siguientes:

7d
1) /3:6\7/5—x2dx 2)/ ge_xde 3)/ < 4)/ T gy

xvVinzx 1—senx
2 x 4 1
5)/3 T 6) [ S54 7) /V7+ 2L
Va3 +1 p x
8) /tan(\/:c — 1)7:6. 9) /xS cosh(z? + 3)dz.

——2dx
V9 — 22
ve—1

6.16. Calcula las siguientes primitivas con el cambio de variable que se indica.

dx 9 dx
a —— ; (x = sen“t, y usa 6.14.). b ————: (z = v/2coshu).
) [ i y N )

o) /exdil; (x=—mmt). d) %; (t = Vo ¥1).

VaZ+1
e)/ %d:c; (x = tant, y usa 6.14.). f) / Va? + 22dx; (r = asenht, usa 4.6.).
g)/ V2 + 1dz; (z = senht,).

6.17. Calcula las siguientes primitivas utilizando las identidades trigonométricas ”adecuadas.”

a) [ cos? zdx. b) [ sen’ z cos® zdx. c) [sen? zdx.
dx sen®

d) [tan?zdx. ——dx. f dx.

)f anrde e)/l—i-sena: o ) \/cosx o

x 6.18. Calcula las primitivas siguientes.
dx dx x
1 —_—. 2 —_. 3 — dx.
)/x2+2x+5 )/x2+2x )/x2—7x+13x
z? e’
4 ——dx. 5 —dz.
)/x2—6m+10$ )/e2w+4eﬂc+4x

6.19. Calcula las primitivas de las funciones racionales siguientes.

P 4+r—1 P 4+r+1 ' +3 dz
1 ——dz. 2 . . 4 —_
)/ 4o — x de )/(x—l)(xQ—i—l)dx 3)/14—1d$ § )/a:4+2x2+1’(usa

6.13.).

% 6.20. a) Calcula /arc sen xdzx.

b) Andlogamente, prueba que si F' = [ f, entonces

[ @de = af @) - P @),
c¢) Usa lo anterior para calcular / Va? — 1dx.

6.21. Calcula una primitiva en los siguientes casos:

V= e Y are YA
5)/2+Clt‘zm. 6)/sen4ajcos3xd:n. 7)/\/%. 8)/1+x2dx.
9) /xs_ldaz. 10) /arcsen\/idx. 11) /(1 /lmlntdt)da:.

3+ x



