AMPLIACION DE MATEMATICAS

DIVISIBILIDAD DE NUMEROS ENTEROS.

En el conjunto de los niimeros enteros

tenemos definidos una suma y un producto para los cudles

» para todo m € Z existe —m € Z de modo que m + (—m) = 0.
= para todo m € Z no existe = € Z de modo que m x () = 1.
La carencia de un inverso respecto de la multiplicacién en los enteros
Z nos puede llevar por varios caminos. Uno, el "inventar” los niimeros
racionales Q. Otro, encontrar los cuerpos finitos Z,, que es el que vamos
a seguir aqui y en el cudl encontraremos interesantes aplicaciones.
Propiedades basicas de los nimeros Naturales.
Antes de estudiar la divisibilidad en Z, recordemos que es lo que

sabemos de divisibilidad en el conjunto de los niimeros naturales
N={0,1,2,3,....n,n+1,..... }.

El resultado siguiente es muy sencillo, pero es la base sobre la que se
demuestran resultados méas ambiciosos y fundamentales como el teore-
ma del resto o el Lema de Bezout.

Teorema 1. (Principio de buena ordenacidon.) Si A es un sub-
conjunto no vacio de N, es decir A C N y A # (0, entonces existe el

minimo de A (existe min A € A de modo que min A < a para todo

acA).

Demostracion: Si A # (), existe un a € A. Ahora buscamos el minimo
de A entre los numeros 0, 1,2.., a. Es decir, tomamos el 0, si el 0 € A,
entonces 0 = min A. Si no, si 0 ¢ A, vemos si 1 € A (en este caso

1 = min A),si no pasamos al 2 ...etc[]
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Teorema 2. (Principio de Induccion.) Si S C N, de modo que
1 € S y se cumple que para todo n € N se tiene que tambiéenn+1 € S,
entonces se tiene que N\{0} C S.

Este Teorema se ve en profundidad en un primer curso. Lo usaremos
entre otras cosas para probar el Teorema Fundamental de la Aritmética
asi como el Algoritmo de Euclides.

Teorema 3. (del resto de N.) Sin,m € N con n # 0, entonces

existen q,r € N de modo que m =qgqn+r y 0<r <n.

Demostracion: Sea
A={reN:zn>m}.

A es no vacio, ya que como n # 0, asi n > 1 y por tanto (m+1) x n =
m + n > m. Por el Principio de buena Ordenacion, existe o = min A.
Ahora puede ocurrir dos cosas.
» Si @ = 0, entonces On > m, lo que implica que m = 0 y es
suficiente con tomar ¢ =0y r = 0 < n. Este es el caso trivial.
» Sia#0, tomamos ¢ = a — 1 € N. Como ahora ¢ ¢ A se tiene
que
gn <m < (¢ + 1)n =nqg + n.
Sim =n(qg+1) tomamos r = 0 y se verifica el enunciado. Si no,

tomamos r = m — gn; es claro que m = gn + r y por otro lado

gn<m=nq+r<(g+1l)n=ng+n=0<r<nl

Observacién 1. Del mismo modo si n,m € 7Z con n # 0, entonces
existen ¢ € Z y 0 < r < |n| de modo que m = qn +r.

Divisibilidad de enteros

Definicién 1. A: b € N\{0} se dice divisor de a € N si eziste
q € N de modo que a = gb (notacién: escribiremos bla; también
se dice que b divide a a).

B: p € N\{0, 1} se dice primo o nimero primo si no es divisible
por ningun numero distinto del 1 o el mismo (es decir si b|p
implica que b =1 o0 bien b =p).

C: Si a,b € N\{0}, se llama mdzrimo comin divisor de a

y b al mayor de los divisores comunes de a y b (Notacion:
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m.c.d.(a,b) o también simplemente (a,b)). Es decir d € N es el
m.c.d.(a,b) si

d|a, d|b y ademds si  cla, y clb=c<d.

D: Sia,b € N, se llama minimo comun maultiplo de a y b al
menor maltiplo comin de a y b (Notacion: m.c.m.(a,b) o

también simplemente [a,b]). Es decir m € N es el m.c.m.(a,b) si
alm, blm y ademds si ale, y ble=m<ec.
Las siguientes propiedades son conocidas.

Proposicién 1. A: Para todo n € N\{0, 1} existe p primo tal que
pln.
B: El conjunto de los nimeros primos tiene cardinal infinito (es
decir no hay una cantidad finita de nimeros primos).
C: Dados a,b € N\{0} eziste su mdzimo comin divisor.

Demostraccion: A: Consideramos el conjunto
A={beN : b>1ybn}.

A es no vacio ya que n|n. Sea p = min A, que sabemos que existe por el
principio de buena ordenacién. Ahora p > 2 ya que 0,1 ¢ A. Por otro
lado como p € A se tiene que p|n. Veamos que p es primo. Si existe
r > 1 de modo que r|p (y por tanto p = rq para algun ¢), entonces
como a = kp se tiene que a = gkr. Concluimos que r|a, que r < p'y
como p es el minimo de A ocurre que r = p. Lo que prueba que p es
primo.

B: Razonemos por reduccién al absurdo. Supogamos que hay una
cantidad N € N de nimeros primos. Estos seran py, ps, ....pn.Definimos
el namero

P=p1 X P2 X .. Xpy+ 1.
Veamos que p es un primo mayor que los anteriores y concluiremos que
no puede ser N la cantidad de primos.

Por definicién de p este es mayor que 1. Por el apartado A existe
un primo que lo divide, el cudl sera uno de nuestra lista de primos;

pongamos p,. Asi existe un ¢ # 0 de modo que

P=p1 Xp2 X ...xpy+1=qp
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lo que es equivalente a

(p1 X P2 X .. X pj1 X Pjp1 X .. X pn —q)pj + 1 = 0;

lo cudl no puede ocurrir ya que

P1 X P2 X o X Pj1 X Pip1 X .. X PN 2 (.

Luego p; 1 p (p; no divide a p) para todo j = 1,2,..., N. Luego por
definiciéon de primo, p lo es.

C: Si cla y c|b tiene que ocurrir que ¢ < a y que ¢ < b. Luego
1 < ¢ < min{a,b}. Ahora definimos

d=méx{c : clayc[b}.

Como 1 € {¢ : clay c|b}, este conjunto es no vacio y estd acotado
superiormente. Luego tiene que existir el maximo que hemos llamado
d. Luego claramente por definicién de d este es el m.c.d.(a, b)O

Otra forma de probar lo anterior es con el Lema de Bezout. Este
sencillo resultado es una de la claves tedricas para descomponer niime-
ros (y polinomios como veremos més adelante). La otra herramienta
practica para hacerlo es el algoritmo de Euclides que veremos des-
pués (y mas adelante para anillos de polinomios).

Teorema 4. (Lema de Bezout.) Para todo par de niimeros naturales

a,b € N\{0} eziste otro par de nimeros enteros u,v € Z de modo que

m.c.d.(a,b) = ua + vb

Demostracion: Definimos el conjunto de niimeros naturales
U={reN\{0} : r=ua+vb donde u,veZ}

Como a = la+0by b = 0a-+1b, se tiene que a,b € U. Asi U # (). Por el
principio de buena ordenacién existe el minimo de U. Sea d = minU.

Como d € U existiran cierto u,v € Z de modo que
d = ua + vb.

Veamos en primer lugar que d|x para todo z € U. Si no fuese asf,
existiria x € Uconx =qd+7ry 0 <r < d. Como z € U podemos
escribir x = na + mb y asi

r=x—qd= (na+mb) — q(ua + vb)

= (n —qu)a+ (m — qu)b
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lo que nos dice que r € U y r < d; esto contradice la definicién de d.
LLegamos pués a contradiccion. Asi d es divisor comin de todos los
elementos del conjunto U. En particular d|a y d|b.

Si tenemos otro nimero ¢ que verifica que cla y ¢|b y por tanto

a = qic y b= qoc, entonces
d = ua + vb = ugic + vgee = (uqy + vga)c

de lo que se sigue que c|d y por tanto ¢ < d. De la definicién de méximo

comun divisor deducimos que d lo es de a y b

Corolario 1. Si p es un nimero primo y plab, entonces o bien pla o
bien plb.

Demostracion: Supongamos que p 1 a, como ademds p es primo
se tiene que 1 = m.c.d.(p,a). Por el Lema de Bezout se tiene que
1 = up 4 va para cierto u,v € Z y asi b = upb + vab. Ahora como p|ab,
se sigue que p|b]

Corolario 2. Si cla y c|b, entonces c¢|m.c.d.(a,b).

Demostracion: Por un lado a = q;cy b = ¢oc. Por el Lema de Bezout
existen u,v € Z de modo que m.c.d.(a,b) = ua + vb, luego podemos
escribir

m.c.d.(a,b) = ugic + vgec = (uqy + vga)c.
Asi vemos que ¢|m.c.d.(a,b) (Observacién, como ¢ > 0 y m.c.d.(a,b) >

1, entonces necesariamente ug; + vgy > 0)0
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