ANALISIS MATEMATICO BASICO.

INTEGRAL IMPROPIA. DEFINICION.

La integral de Riemann la hemos definido para funciones acotadas en un

intervalo cerrado. Es facil imaginar situaciones distintas.

Ejemplos. 1. 1.
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FiGUurA 1. Funcién no acotada sobre un intervalo acotado.
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F1GURA 2. Funcién acotada sobre una semirecta.
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FiGUurA 3. Funcién acotada sobre la recta.
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F1GURA 4. Funcién no acotada sobre un intervalo acotado.

Observamos, en los dos primeros ejemplos, que el problema surge al acer-
carnos a un extremo del dominio, ya sea por que alli la funcién no esta
acotada o por ser infinito el extremo. En los otros dos casos, los problemas
estan en ambos extremos del dominio.

Para tratar estas situaciones vamos a unir dos cosas que ya conocemos. La
integral de Riemann y la idea de limite. Asi procederemos de la siguiente

manera.

Ejemplos. 2. 1. Para la funcion f(x) = %, continua en (0, 1], siempre

1
1
existe / dx para todo r € (0,1].
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F1GURA 5. Integral de Riemann.

Ahora lo que podemos hacer es acercar r a cero. En concreto

1i dr = lim 2 _1 2= 2yr =2,
i [ = i 2l = i 22

donde en la primera igualdad hemos usado la Regla de Barrow.
2. Para la funcion f(x) = r%, continua en [1, 0], siempre ea:z'ste/ —dzx
1 X

para todo s > 1.

-

FI1GURA 6. Integral de Riemann.

Ahora lo que podemos hacer es acercar s a infinito. En concreto

51 -1 -1 -1
lim —dr = lim —[f = lim — — — =1,
s—oo 1 T s—00 I s—00 § 1

donde en la primera igualdad hemos usado la Regla de Barrow.
Lo anterior nos da pie a la siguiente definicién.

Definicién. 1. a: Sea f:[a,b) > R, conb e R ob= 00, una funcion
que verifica que para todo s € [a,b) existe la integral de Riemann

[ f(z)dx. Se define la integral impropia de f en [a,b) por

/ab f(z)dx = sl_f)rlljl_ /asf(az)da:

Si el limite anterior existe, decimos que existe la integral impropia
o que la integral es convergente. En caso contrario, decimos que la

integral diverge.
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b: Sea f : (a,b] = R, con a € R 0 a = —00, una funcion que verifica
que para todo r € (a,b] existe la integral de Riemann fbe(x)dac. Se
define la integral impropia de f en (a,b] por

b
/ f(x)de = hm f(z)dz
T—)a
Si el limite anterior existe, deczmos que existe la integral impropia
o que la integral es convergente. En caso contrario, decimos que la

integral diverge.

En los ejemplos anteriores podemos decir que existen las integrales impro-

1 1
pias / —dzr y / —dz. Observemos que en el primer caso la integral
0 VT 1T

tiene aspecto de integral de Riemann, que no lo sea estd implicito pués la

\} no esta acotada en (0, 1]. El segundo caso, con el extremo de in-

funcién
tegracién oo nos indica claramente que estamos ante una integral impropia.

Hay, claro, integrales impropias no convergentes.

1
1
Ejemplo. 1. Sip > 1, entonces / —pdm = 00, es decir la integral diverge.
0 &

1

Demostracién: La funcién —; no estd acotada en (0, 1], asi estamos ante

una integral impropia. Por definicién

1 —p+1
1 p 1 -1
—dzx = lim " dr = lim 2 Il = 1im - ;=0
P r—0t J, P r—0t —p+1 r—ot 1—p (p—1)rP~

En el caso de que tengamos problemas en ambos extremos del dominio

de una funcion, tenemos la siguiente definiciéon de integral impropia.

Definicién. 2. Sea f : (a,b) = R, con a,b € R 0 a = —00 0 b = 00, una
funcion que verifica que para todo r,s € (a,b) existe la integral de Riemann
frs f(z)dx. Se define la integral impropia de f en (a,b) por
b s
/ f(z)dx = hm f( )dx + lim f(z)dz,
a r—at s—=b~ Je
para algin ¢ € (a,b). Silos dos lzmztes anteriores existen, decimos que existe
la integral impropia o que la integral es convergente. En caso contrario,
decimos que la integral diverge.
o
Ejemplo. 2. / e 1l dz.
—00

Demostracién: Lo que tenemos que calcular graficamente es
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FIGURA 7. Area finita no acotada.

Por la definicién anterior tenemos que escribir

/ ex|dx:/ exlda:—i—/ e 1=l dy

para algun ¢ € (—oo,00). Dado que la funcién depende del valor absoluto,
nos interesaria que c fuese cero. Observemos que f es una funcién par y por

. .0 _ )
simetria [~ e ltl gy = Iy e 2l 2. Vedmoslo.

0 0
/ e el = / e*dx
—S —S

haciendo el cambio de variable u = —x, asi du = —dz, tenemos

0 s s
—/ —e_“dU—/ e_“du—/ e Ul dy.
s 0 0

Usaremos lo anterior para ver si existe

o] 0 o]
/ Pl :/ exlda:—i—/ Py
—00 —00 0

o S
= / e Ydxr =2 lim e fdr=21lim(—e *lj=2lim(—e *4+1)=2
0 5—00

S5—00 0 S5—00
a
La pregunta que debemos hacernos es si cualquier otro valor de ¢ en el
problema anterior nos hubiese dado el mismo resultado. La respuesta es que

si.

Proposicién. 1. Sea f: (a,b) > R, cona,b € R 0 a = —00 0 b= 0o, una
funcion que verifica que para todo r,s € (a,b) existe la integral de Riemann

[7 f(z)dz. Eziste la integral impropia de f en (a,b) si y solo si

/a ) = / " f(@)dz + / ’ F(a)dn

para todo ¢ € (a,b).

Demostracion:
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Ficura 8. Demostracién sin palabras.

Para convencernos de que es cierto lo que dice la Proposicién tomemos
/
. b
¢ < ¢y supongamos que existen fac f(z)dz y fc, f(z)dz, entonces usando

las propiedades de la integral de Riemann y la de los limites

d b d
/ flx)dx + f( Ydx = hm f( )dx + IIIZEI f( )dx

r—at

r—at s—b—

zlim/f d:n+hm f da:+/f )dx )

lim/f da;+/f Jdz + lim f()

r—at
= lim ( / f(z dx+/ f(z)dz) + hm f( )dx
r—at c
= lim f dx—{—hm f dx—/f dx“‘/f
r—at s—b—

. ) ’ S

Ejercicio. 1. Tenemos que calcular lim,_, o f_s xdz, y comprobar que no
. o0

eriste f_oo xdz.

Demostraciéon: Como f_ss xdx = 0, para todo s > 0, se sigue que limg_, ffs rdx =
0. Por otro lado, para toda c € R

s 2 82 02

/. 78_ e
Jim, xdx_slimﬂ Jm 5 -5 =

luego por definicién de integral impropia ésta no existe [
Las siguientes propiedades de la integral impropia se deducen facilmente

de las propiedades de la integral de Riemann y la de los limites.

Proposicién. 2. Sean f,g: (a,b) = R, cona,b € R 0 a = —00 0 b = o0,

dos funciones para las que existen sus respectivas integrales impropias sobre
el intervalo (a,b). Entonces

a: /b f(x)dx = /C f(x)dx + /b f(z)dz para todo ¢ € (a,b).
b Co Co
b: /a f+g(z)dx :/a fl@)dx+ [ g(x)dx

a
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b b
c: / M (z)dz = )\/ f(z)dz para todo X\ € R.
Demostracién: (Ejercicio) O

Observacion. 1. A diferencia de lo que pasa en la integral de Riemann,
no es cierto que si una funcion tiene integral impropia también la tenga el

valor absoluto de la funcion.

* senz

sen
dx es convegente, pero no lo es \
0

|dzx.

x
La prueba queda un poco fuera de nuestro alcance.

oo
Ejemplo. 3. La integml/
0 X
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