ANALISIS MATEMATICO BASICO.

EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO.

La integral alcanza todo su poder cuando se alia con la derivada. Esto
ocurre en el Teorema Fundamental del Calculo.
Funciones definidas a través de la integral. Dada una funcién f :

[a,b] — R integrable, sabemos que para todo x € [a,b] existe la integral
xX

f. Esto nos da pie para definir la funcién
a

F(x) = /x f(t)dt para todo x € [a,b)].

(Observemos que hemos anadido una nueva notacién ”dt” para distingir la

variable de la funcién f, en este caso t, de la variable x de la funcién F').

F1GURA 1. Definicién de una funcién a través de la integral.

Observacion. 1. La funcion F verifica que F(a) =0 y F(b) = ff I
La integral tiene un poder regularizacién de las funciones. Asi tenemos

Teorema. 1. Sea una funcion f : [a,b] — R integrable. La funcion F(z) =

[X f(t)dt es continua en el intervalo [a, b]

Demostracién: Sea ¢ € [a,b]. Por ser f integrable estd acotada, asi sea

M > 0 una cota de la funcién (es decir |f(z)| < M para todo x € [a,b]).

!F(c+h)—F(C)!=|/:+hf—/acf\
1

Entonces
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:’/(;Cf—i—/cc—i_hf—/;cf‘:‘/cc—'—hf’S‘h‘M—)hﬁxoo.

Lo que prueba que limj_,o F'(¢c+ h) = F(c), asi F es continua en ¢ [

Ejemplo. 1. Consideramos la funcion

fty=9 5, si te(z]]
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FIGURA 2. Funcién integrable no continua.

sComo es la funcion F?
Demostracién: Si z € [0, 2} entonces

o= [ = [ La- L

donde la integral la hemos calculado hayando el area de un rectangulo. Si

€ (%, 1], entonces

o= [ o [

donde la integral la hemos calculado hayando el area de dos rectangulos. Si

(VI

1 re 6 1. 1
dt Pdt = 2(p— =) 4+ —
+/2 slt=5@-3)+ 1y

€ (1, 2], se procede como antes y se llega a que

%yc, si z€0,1]
F(z) = g(w—%)Jr%}, si (% 1]
Sz —1)+ 15, si te(1,2]

Si representamos F' tenemos una funcién continua.
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Ficura 3. Grafica de F.

O
(Teorema Fundamental del Célculo). Si a la funcién f le pedimos que

sea continua, entonces resulta que la funcién F' es derivable.

Teorema. 2. (Teorema Fundamental del Cdlculo). Sea una funcion
f :la,b] = R continua. La funcién F(z) = [T f(t)dt es derivable en todo
c € la,b] y ademds

Demostracién: Si ¢ = a o ¢ = b hay que calcular derivadas laterales (ejer-
cicio).
Sea ¢ € (a,b). Tenemos que ver, por definicién de derivada, si existe

lim F(c+h) — F(c)
h—0 h

Ahora si h > 0, tenemos que

Fle+h) - F(c) = / AT
Sean

mp = inf{f(t) : t € [c,ec+h]},

My, =sup{f(t) : t€le,c+h]},

Asi por las propiedades de la integral
ct+h
hmh S / f(t)dt S th,

de lo que se sigue que
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Como f es continua en ¢, si h — 0 entonces se tiene que m;, — f(c) y
My, — f(c). Por tanto
F - F
lm (c+h) (c)
h—0+ h

= /(o).

Luego la derivada por la derecha de F' en ¢ es F'(c¢") = f(c). De forma
similar se ve que la derivada por la izquierda F'(¢”) = f(c). Lo que prueba
el resultado [

Observacién. 2. Resulta que el Teorema Fundamental del Cdlculo es una

Regla de Derivacion:
F(w):/ f(t)dt, f continua = F'(z)= f(z).

Pero no solo es una regla de derivacién. Es mucho més. Por ejemplo un mo-
do de calcular integrales (y por tanto dreas) como vemos a continuacién. Pero
es mas, un modo de definir las funciones transcendente: Inx, e*, cosz...etc
como veremos en los Apéndices que siguen a este articulo. Y muchas mas
aplicaciones que tiene la integral, algunas de las cudles iremos sefialando en

los articulos siguientes.

Corolario. 1. (Regla de Barrow). Si f es una funcién continua sobre

[a,b] y existe una funcion g de modo que ¢’ = f en todo [a,b], entonces

b
/ f(t)dt = g(b) — g(a).

Demostracién: Sea F(z) = [7 f(t)dt. Por el Teorema anterior F' = f.
Luego F y g tienen la misma derivada, entonces existe una constante K de
modo que

F(z)=g(x)+ K
(lo cuél es una consecuencia del Teoream del Valor Medio que vimos en su

momento). Como F'(a) = 0, se sigue que K = —g(a) y asi

b
o)~ () = FO) = [ (o
O
Lo que nos dice este Corolario es que si encontramos una funcién g cuya
derivada sea f, entonces la integral de f se consigue evaluando g en dos pun-
tos. Por tanto el problema de calcular integrales se reduce al problema
de calcular primitivas (es decir encontrar funciones cuya derivada sea una

funcién dada). El célculo de primitivas serd nuestro siguiente objetivo.
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Ejemplo. 2. Vamos a calcular fol 2odx.

s . . 1 5 n—17i\5
Demostracién: Se puede intentar calcular lim, o - > ;20 (). Este es el
. . (. 6
camino que hasta ahora conocemos. Ahora bien, es ficil ver que g(x) = %

verifica que ¢'(x) = 2° y por tanto la regla de Barrow nos dice que

0
Vemos que en cuanto podemos encontrar una primitiva de una funcién
entonces es muy sencillo calcular su integral. Cuando aprendamos a calcular

primitivas volveremos al cdlculo de integrales.

Ejercicio. 1. Consideramos la funcion F(z) = ln ") T+ #2dt. Nos pi-

den su derivada.

Demostracién: La funcién f(t) = v/1 + ¢2 tiene por dominio todo R y allf
es continua. Luego es integrable en cualquier intervalo cerrado de la recta.

Ahora, el dominio de F serd {x > —1}, para que tenga sentido el logaritmo.

In(z+1) 0 In(z+1)
F(z) = / V1+t2dt = / V1 +t2dt+/ V14 t2dt
x? x? 0

x? In(z+1)
—/ V14 t2dt + V14 t2dt,
0
sin mas que aplicar las reglas de la integral.
Ahora derivamos teniendo en cuenta: la regla de la suma, el Teorema

Fundamental del Célculo y la Regla de la Cadena.

1
\/1 lnx+1)?—2x\/1—|—($2)2
X

O

Ejercicio. 2. Sean f,g : [a,b] — R dos funciones continuas de modo que

fff = ffg Hay que probar que existe ¢ € [a,b] de modo que f(c)=g(c).

Demostraciéon: Esto recuerda a un Teorema de Valor Medio. Veamos que

~ [ foa v G = [ s

Estas funciones son continuas en [a,b] y derivables en todo (a,b). Sea la

es asi. Sean

funcién F' — G que es continua en [a,b] y derivable en todo (a,b). Ademds
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F — G(a) = 0 y también, por hipétesis, F' — G(b) = 0. Asi podemos aplicar
el Teorema de Rolle y existe ¢ € (a,b) de modo que

0=(F~-G)(c) = f(c) — g(e),
usando la regla de derivacién para F'y G. Despejando se tiene lo que se pide
O
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