
ÁLGEBRA LINEAL

FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA.

Como con las funciones reales, se pueden definir funciones complejas

de variable compleja.

Definición 1. Una aplicación f de C en C
f : C → C

z → f(z)

se le llama función de variable compleja.

Ejemplo 1. Ejemplos de funciones de variable compleja son

funciones polinómicas:

f(z) = αnz
n + αn−1z

n−1 + ....+ α1z + α0

donde α0, α1, ..., αn ∈ C ( en particular pueden ser todos o algu-

nos reales).

funciones racionales:

f(z) =
αnz

n + αn−1z
n−1 + ....+ α1z + α0

βmzm + ....+ β1z + β0

donde α0, α1, ..., αn, β0, ....., βm ∈ C ( en particular pueden ser

todos o algunos reales).

Otro ejemplo importante de función de variable compleja es la expo-

nencial compleja.

Definición 2. Para todo número complejo z ∈ C se define la función

exponencial compleja por

ez =
∞∑
n=0

zn

n!

Tomando módulos |z| en la serie y aplicando el criterio del cociente,

vemos que la serie que define a la exponencial compleja converge abso-

lutamente para todo z y por tanto es convergente. También se puede

ver que la convergencia es uniforme en todo conjunto acotado de C.

La convergencia ( o Topoloǵıa ) en C es la misma que la que tenemos

en el plano R2 y viene dada por el módulo, la herramienta que nos
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permite medir distancias. El módulo nos permite dar la noción de ĺımite

y también de derivada.

Definición 3. Dada una función f de variable compleja y un punto

z0 ∈ Domf de su dominio, se dice que

b es el ĺımite de la función en el punto z0, (escribimos ĺımz→z0 f(z) =

b ) si y solo si

para todo ε > 0 existe δ > 0 de modo que si 0 < |z − z0| < δ,

entonces

|f(z)− b| < ε.

f es derivable en el punto z0 si existe el ĺımite

ĺım
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
;

si existe este ĺımite lo denotamos por f ′(z0).

Todo lo anterior es análogo a lo visto para funciones reales y se puede

probar que las fórmulas de derivación son las mismas.

Ejemplos 1. Sean f y g funciones de variable compleja derivables,

entonces:

(f + g)′(z) = f ′(z) + g′(z)

(fg)′(z) = f ′(z)g(z) + f(z)g′(z)

Si P (z) = αnz
n + αn−1z

n−1 + ....+ α1z + α0, entonces

P ′(z) = nαnz
n−1 + (n− 1)αn−1z

n−2 + ....+ α1.

Si f(z) = ez, entonces

f ′(z) = ez.

Claro, como la serie de potencias, que define ez, converge uni-

formemente, se puede derivar término a término y lo que queda

es la misma serie.

........etc.

Las funciones de variable compleja derivables (también se llaman

Holomorfas ) tienen buenas propiedades. Por ejemplo, si una función

f es derivable en un disco de centro z0 ∈ C y radio r > 0,

D(z0, r) = { z ∈ C : |z − z0| < r },
entonces

f(z) =
∞∑
k=0

fk)(z0)

k!
(z − z0)k para todo z ∈ D(z0, r).
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Es decir, si f es derivable, se puede probar que f tiene derivadas de

todos los ordenes y además que coincide con su serie de Taylor (esto se

estudiará en los cursos de Variable Compleja).

También se verá que la exponencial compleja tiene las propiedades

de la exponencial real:

ez+w = ezew para todo z, w ∈ C.

Ahora dado z = a+ bi ∈ C, por al propiedad anterior, se tiene que

ez = ea+bi = eaeib = ea(cos b+ i sen b) .

La última igualdad se debe a la Fórmula de Euler que probamos a

continuación.

Proposición 1. (Fórmula de Euler ) Si t ∈ R entonces

eit = cos t+ i sen t

Demostración:

eit =
∞∑
n=0

(it)n

n!
=
∞∑
k=0

i2kt2k

(2k)!
+
∞∑
k=0

ii2kt2k+1

(2k + 1)!

=
∞∑
k=0

(−1)kt2k

(2k)!
+ i

∞∑
k=0

(−1)kt2k+1

(2k + 1)!
= cos t+ i sen t

donde hemos usado que i2 = −1 y las expresiones en serie de Taylor

de las funciones coseno y seno �

De aqúı, se deduce la siguiente curiosidad (¿curiosidad o la perfección

del universo?).

Observación 1. eiπ + 1 = 0.
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