ALGEBRA LINEAL

Diferentes Tipos de Matrices.

Definicién 1. (Transposicion). Dada una matriz A = (a; ;) € Myxm,

se llama matriz transpuesta de A a la matriz
AT = (b;;) € My,
donde
bji = aj,; para todo j=12,...m, 1=1,2,.....n.

Ejemplos 1. ]

110 1 7 3
A= 7 2 7 |; AT=11 2 1 ].
310 070
30
A:(é‘ll;); AT =4 1),
78

La transposicién tiene algunas propiedades.

Proposiciéon 1. Para cualquier eleccion de matrices A, B € M, xm,
C € M,,x7z y A € R se verifica que:
a) (AT = A.
b) (A+ B)T = AT + BT.
c) (AA)T = AT
d) (AC)T = CT AT

Demostracion: Las partes a), b) y ¢) quedan como sencillos ejer-

cicios.

d)Sean A =(aij) ; _ 19 , ¥V CO=lGw); — 19
;g = 1,2,....m k= 1,2,..

luego

AT = (dy) = (aiy) i = L2.,m Y CT:(ekﬂ)_<CJk)k =
1 = 1,2,...,n J =
A.C = (big)
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donde

m

m
bik = Y iein= Y crydsa
j=i

Jj=1

Ast (AC)T = (fis) = (biy) = CTAT O

Definicién 2. A) Una matriz cuadrada A se llama simétrica si
AT = A,
B) Una matriz cuadrada A se llama antisimétrica si AT = —A.

C) Una matriz cuadrada A se llama ortogonal si AAT =1, es
decir st
A7l = AT,

D) Una matriz cuadrada A se llama regular si existe A™'.

Observacién 1. Veremos mas adelante que el qué A € M, sea reqular

es equivalente a que el rango de A sean o también a que su determinate
4] # 0.

1 1 2
Ejemplos 2. ] 1 1 3 | esuna matriz simétrica.
230
0 -1 -2
n 1 0 -3 es una matriz antisimétrica.
2 3 0

cosf) senf .
n A= es una matriz ortogonal.
—senf cosf

Demostracion: AAT = ( cost  sent ) ( cos)  —send > _

—senf cosf senfl cos@

(é (1)) ya que cos’0 +sen?d =1 O

Considerando la matriz A del tltimo ejemplo y z = < il ) € R?,
2

entonces el producto

A — ( cosf send ) (xl > _
—senf cosf T
x1cosf — xosend : .

( 2y sen 0+ o cos ) = (x1 + x21)(cos O + isen )
donde el ultimo producto es un producto de niimeros complejos. Con
lo que sabemos de complejos, el producto de la matriz A con = lo que
hace es girar un angulo 6 (en el sentido contrario a las agujas del reloj)
el vector del plano .

Respecto de las nuevas definiciones tenemos las siguientes propieda-
des.
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Proposicién 2. Sea A una matriz cuadrada, entonces

a)
A+ AT
es una matriz simétrica.
b)
A— AT
es una matriz antisimétrica.
c) A se puede escribir como suma de una matriz simétrica y otra
antisimétrica.

Demostracion: Sean A = (a;;) y AT = (bi;) = (a;,).
a) Sea A+ AT = (¢;;), donde
Cz',j = CLi’j + bm' = CLi,j + Qi =
aM + ai,j = (ljﬂ' + bj,,; = Cj,i'

Luego la matriz A + AT es simétrica.
b) Sea A — AT = (¢;;), donde

Cij = Qij = bij = ai; —a;; =
—(ajs — i) = —(aji — bji = —¢j.
Luego la matriz A + AT es antisimétrica.

c) Se deja como ejercicio 0

Proposiciéon 3. Sean A y B matrices cuadradas regulares, entonces

a) La inversa de A, que sabemos que existe, es unica.

b) (A1)~! = A.
¢) (AB)"' = B~1A!
d) (ATt = (A"

Demostracion: a) y c) ya las probamos. b) es muy facil (ejercicio).
d) Observemos que
(AAHT =TT =1.
De las propopiedades de la transposicion junto con lo anterior se sigue
que
(AA)T = (A)TAT = [,
luego de aqui se deduce que

(AT)—I — (A—I)T ]
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