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ALGEBRA LINEAL

3. Espacios vectoriales

Demostrar que el conjunto A = {a +bV3:a,b € Q} respecto de las operaciones

(a+0V3)+ (' +VV3) = a+d +(b+V)V3
ala+bV3) = aa+abV3

es un espacio vectorial sobre Q. ; Tiene solucién en este conjunto la ecuacién z? — 3 = 07?

Estudiar si el conjunto A = {(z,y) : =,y € R} respecto de las operaciones

(z,y) + (@ y) = (z+2,y+y)
a(z,y) = (az,0)

es un espacio vectorial sobre R.

Siendo u; = (7,-9,1,-5), Uy = (5,—3,17,14) y u3 = (1,1,11,11), expresa @; como
combinacion lineal de s y 3.

Calcular el valor de a y b para que el vector v = (a,2,—1,b) se pueda expresar como
combinacién lineal de los vectores u; = (1,2, —3,4) y iy = (—1,0, -2, =3).

Sea A un elemento de R. Halla los valores de A para los que el conjunto de vectores
{0, 1—=X,0),(0,\,1—=X),(1—X0,\)} de (R* +, -R) es linealmente independiente.

Sea {11, Uy, W3} un conjunto de vectores de (R?, +, ‘R) tal que @1 = (1,2,3), @y = (—2,1,0)
y ti3 = (1,—1,0). Demostrar que estos vectores forman una base de R? y calcular las
coordenadas del vector (—2,0,0) respecto de esta base.

Encuentra, si es posible, una base de (R3, +,-R) contenida en el conjunto

{(1,0,2),(0,1,1),(2,1,5),(1,1,3),(1,2,1)}.

Encuentra una base de (R%, +,-R) que contenga al conjunto {(1,2,3,4),(1,-2,3,1)}.

Sea (V, 4+, R) un espacio vectorial, y sea {1, Uy, 3} un conjunto de vectores linealmente
independiente. Demostrar que el siguiente conjunto de vectores es también linealmente
independiente:

{ty + iy, Uy + s, U3 + Uy } .

Sea (V, 4+, R) un espacio vectorial. Demostrar que si los vectores {uy, iy, 3} forman una
base de este espacio, entonces los vectores {#;, U3, U3} también forman una base del mismo,
siendo

—

1= U + 3'LL3, Vg = 3u1 — Uus, V3 = U3.



3.11. Demostrar que el conjunto
{1 —x,1+2% 2% 3z — 2x2}

es linealmente dependiente en el espacio de los polinomios con coeficientes racionales y
grado menor o igual que dos. A partir de dicho conjunto, encontrar un conjunto maximo
de vectores linealmente independientes.

3.12. Estudiar si los siguientes conjuntos son subespacios vectoriales de (R?, +, R).
(a) S;={(z,y,2):x—y+2z=2}
(b) Se={(z,y,2) :x—y+ 2z =0}
(c) S3={(z,y,2): x>0}

3.13. Determinar cudnto deben valer a y b para que el vector ¥ = (a,—1,b, —5) pertenezca al
subespacio vectorial engendrado por los vectores @ = (2,1,0,—3) y Uy = (—1,1,—1,1).

3.14. a) Demostrar que el subconjunto
W={(ryz,w eR ' o+y+z+w=0 y x+y—2z—w=0}

es un subespacio vectorial de (R*, +,-R).
b) Probar que los vectores u; = (1,—1,3,—3) y 4y = (0,0,1,—1) son base de W.

c¢) Hallar las coordenadas del vector 4@ = (—3,3, —4,4) respecto de dicha base.
3.15. En R? se considera el conjunto de los vectores (z,y, z) definido por
S={(z,y,2) ;e —3y—z2=0yz—y+2z=0}.
Demostrar que S es un subespacio de R3 de dimensién 1 y hallar una base del mismo.

3.16. En R* se consideran los subespacios

U = {(z,y,z,w):x+y+2=0, y—w =0} y
W= {(A+ 1,20 =, A=, A+ ) 2 A, p € R,

Hallar ecuaciones implicitas y bases de U NW y de U + W.

3.17. En RR3 se consideran los subespacios

U = L{(0,1,2),(1,0,1),(2,2,0)} y
W = {(z,y,2) :x+y=0, z=0}.

Hallar ecuaciones implicitas y bases de U "W y de U + W.



3.18.

3.19.

3.20.

3.21.

3.22.

3.23.

Hallar: a) Las coordenadas del vector @ = w; + iy + U3 respecto de la base {v7, Vs, U3}
sabiendo que

— —

Uy = Uz — U3, Ug = Vg — Uy, Uz = U1 + Vs.
b) Las coordenadas del vector ¥ = 39 + 205 4 v3 respecto de la base {i;, Us, i3}

Hallar las matrices de los siguientes cambios de base:

a) De la base B = {i;, iy, 3} a la base B’ = {0}, U, U3}, sabiendo que

1+ V2, Uy = —U — U3, U3 = Uy + Us.

b) De la base B’ a la base B.

c) Las coordenadas del vector @/ = (3,1, 0) 5 respecto de B’ y las de & = (1, 5, 3) g respecto

de B.

Para cada uno de los pares siguientes de bases B y B’ de R?, halla la matriz del cambio
de base de la base B a la base B':

() B = {(1.0).(0.)} y B' = {(1.3), (3.1)}.

(i) B ={(1,0),(1L, )}y B = {(1,-1), (1, 1)}.
Para las siguientes de bases B y B’ de R3, halla la matriz del cambio de base de la base
B ala base B":

B=1{(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)} y B =1{(1,0,1),(1,1,0),(0,1,1)}

Hallar la dimensién de los subespacios de R® generados por los siguientes conjuntos de
vectores:

A = {(1717_17_17_1)7(27()’_270’1)7(3717_37_170)7(5a17_57_171)}7
B = {(6,3,3,9,3),(8,4,4,12,4),(10,5,5,15,5) },
C = {(1,2,3,4,5),(2,2,2,2,2), (=6, —5,—4,-3,-2), (5,6,7,8,9)}.

Prueba que C es un espacio vectorial sobre el cuerpo R con la suma usual y el producto
(por nimeros reales) usual. ;Qué dimensién tiene? Prueba que C es un espacio vectorial
sobre el cuerpo C con la suma y producto usuales. ;Qué dimensién tiene?

3.24* Sea [a, b] un intervalo cerrado de la recta real R. Se considera el conjunto de las funciones

reales de variable real
F([a,b]) ={f : [a,b] = R : f funcién}.

a) Comprueba que F([a,b]) es un espacio vectorial sobre R con las operaciones de suma
de funciones y el producto de un escalar por una funcion.



b) Sea el conjunto de las funciones continuas sobre un intervalo [a, b],
C([a,b]) ={f : [a,b] = R : f continua}.
Prueba que C([a, b]) es un subespacio vectorial de F([a, b]).

3.25* La ecuacién
() + a2/ (t) + ba() =0, (x)

donde a,b € R son coeficientes conocidos, se denomina ecuacion diferencial lineal ho-
mogénea de sequndo orden. Esta ecuacion se relaciona con el comportamiento de los circui-
tos eléctricos RLC. Una solucién de esta ecuacion es, por definiciéon, una funcion z : R — R
que verifica la ecuacién ().

bty fat) = te~" son soluciones de la ecuacién

a) Comprueba que las funciones f;(t) = e
2"(t) + 22/ (t) + z(t) = 0.

b) Sea S el conjunto de todas las soluciones de la ecuacién (x). Prueba que es un subespacio
vectorial del conjunto de las funciones reales de variable real.

c¢) Se puede probar que dados dos valores cualesquiera ¢y, co € R, existe una tinica funcién
f que es solucién de (x) y que cumple que f(0) = ¢; y f'(0) = ¢o. Usando lo anterior
prueba que S, el conjunto de soluciones de (x), es un espacio vectorial de dimensién 2.

d) Comprueba que las funciones f;y fo del apartado a) forman una base del conjunto de

soluciones de la ecuacién z”(t) + 22'(t) + z(t) = 0.



