ALGEBRA LINEAL.

Forma Matricial de una Aplicacién Lineal.

Toda aplicacién lineal queda determinada por la imagenes de una
base del espacio origen de la aplicacién. Esta propiedad permite dar

una representacion matricial, en coordenadas, de la aplicacion lineal.

Proposicién 1. Sea f : V — W una aplicacidn lineal y sea { v, ..., v, }
una base de V. La aplicacion [ queda totalmente determinada por las
imagenes por [ de los elemento de la base { f(v1),..., f(vn) }. Asi se
tiene que

Imf = L[f(v1),..., f(vn)]

Demostracion: Sea v = ZZ=1 MU € V' ocualquier elemento de V.
Entonces por ser f lineal

F) = O M) =3 NS (w).

Asi queda claro que { f(vy), ..., f(v,) } es un sistema de generadores de
Imf y que f(v) queda totalmente determinado conociendo los valores
de f sobre los elemento de la base { vy, ..., v, } 0

Forma matricial de f.

Sea f : V — W una aplicacién lineal. Sean { vy, ...,v,, } v {w1, ..., u, }
bases de V' y W repectivamente. Si

n
f)=> aju;  para  j=12 ..m;
i=1
consideramos la matriz
a171 « o a17‘] .« . al,m
az,1 asz ; a1n

Ay = : : :

a/n,l .. an,] DR a/n,m
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donde la columna j-ésima son las coordenadas de f(v;) respecto de la

base { w1, ...,u, } de WW. Entonces se verifica que para todo vector

m
v = Z )\jvj - V
j=1
su imagen por f es

A1 m

es decir f(v) =1 mu; € W.
Demostracion: Esto es asi ya que

m

flv) = Z Aif(vg) =

Z)\j (Z am-ui> =
j=1

i=1
m n
> () -
j=1 \i=1
usando la propiedad comutativa
n m n
> ()= S
i=1 \j=1 i=1

Luego n; = > 7%, Aja; ; parai = 1,2, ..., n. Esto es lo mismo que escribir

al,l ... a17‘7 o .. al,m
T a2 1 a2 5 Q1n A1
= O
Tin Ap1 = Anj " Apm )\m

Observacidén 1. si consideramos un sistema lineal:
a1r1 4+ 0+ G, = b "
1
ax1T1 + 0+ AamTnm = by
(%) : & A : =

Qp,1T1 + -+ ApmTm = bn
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donde A es la matriz n xm de coeficientes del sistema. Si consideramos
la aplicacion lineal
f R™ — R™
xq
(1, oy Tm) — flT1,.h2m) = A : :
T,
la matriz Ay de la aplicacion f referida a las bases candnicas de R™ y
R™ es precisamente la matriz A.
Con estas consideraciones, podemos determinar las soluciones del

b
sistema (%), S’ como las preimdgenes del vector : e R” por la
bn
aplicacion f, es decir
b
S/ — ffl
bn

Notacidén: Si f : V — W es una aplicacién lineal, donde { vy, ..., v,, }

y {u1,...,u, } son bases de V'y W repectivamente y donde

a171 PR a’l,] ) al,m

az a2 j a1 n
Af = .

an,l .. an,j CEEEEY a/n’m

es la matriz asociada a f respecto de la bases anteriores, llamamos
ecuaciones de la aplicacion lineal f a:

m = a1 + 0+ A mTm
Ny = a21r1 + + a1 mTm
T = 0p1T1 + -+ QpmTm-

Lo anterior nos va a permitir dar una importante aplicacion al estudio

de los sistmemas lineales.

Teorema 1. (de Rouche-Frébenius) Consideramos el sistema

I bl
() A : = : & Az =)

T by
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con A una matriz n X m. Supongamos que el rango de la madriz A es
igual al de la matriz ampliada (A|D), es decir que el sistema es compa-

tible. Consideramos S’ el conjunto de soluciones del sistema
S'={y+z : 2zeS}

donde y es una solucion de (x) y S es el subespacio vectorial de las

soluciones del sistema lineal homogéneo asociado Ax = 0. Entonces
dimS =m — rangA.

Demostracion: Solo hay que ver que
dimS = m — rangA,

lo demas ha sido probado anteriormente. Consideramos la aplicacién
lineal
f R™ — R™
x
(1, ) — flxg,.xm) = A
T,
Claramente
S = Kerf.
Por la proposicion anterior

dimImf = rangA,

ya que las columnas de la amtriz A son las coordenadas de f(e;) en la
base canoénica de R". Usando la férmula de la dimensién

m = dimKerf + dimImf,
despejamos y
dimS = m — rangA O
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