ALGEBRA LINEAL.

Cambios de Bases en Endomorfismos.

Sea V un espacio vectorial con una base B = {wvy,...,v, }. Sea f :
V — V un endomorfismo , es decir una aplicacion lineal de V' en si
mismo. Consideramos la forma matricial de f respecto de la base B,

para v =Y ' A\gUy

al,l e al,j .. a17n
T 2.1 a2 j a1,n A
fy=1 | =1 : : : & n=Aps
n an,l e an,j e amn )\n

A veces es mejor trabajar con otra base B’ = {uq, ..., u, } distinta de
la primera. Por ejemplo, para conseguir que la matriz asociada Ap: s
sea mas sencilla (cuando estudiemos diagonalizacién de endomorfismos
veremos situaciones de este tipo).
Consideramos la matriz D de cambio de base, que transforma coor-
denadas de la base B’ en coordenadas en la base B. Asi
AL ™
A=DX & | =D
An N

Ahora nuestra nuestra aplicacién f referida a la base B

m A1
| =Asy |
M An
se transforma usando el cambio de coordenadas en
m M
D : = ApsD

,'7/ )\/
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Como una cambio de coordenadas tiene una matriz D invertible, lle-
gamos a que

m Ay

D | =D AgsD |

T An
Asi la matriz de f referida a la base B’ es

AB’,f — D_]'ABJD.

Ejemplo 1. Consideramos f : R> — R* de modo que respecto a las ba-
ses By = {uy,us} de R? y By = {v1, 9, v3,v4} de R* tiene por expresion
matricial

m 10

T2 o -1 2 )\1

| | -1 0 Ae )
T4 I =2

Se eligen nuevas base By = {e1,ex} de R? y By = {wy, wq, w3, wy} de

R*, de modo que

wy, = vV — 20y — VU3 —
{61 = U1—2'LL2 Wy = — V2 — U3
€y = UL+ Us w3 = V1 — U3
wy, = V1

Vamos a expresar la aplicacion f respecto distintas bases.

Demostracion: Observemos que tenemos los cambios de bases:

= De B3 en By

MY (1 1\ (X .
()=(5 1)) = aem

las coordenadas de los vectores e; y es respecto de la base B

son las columnas de la matriz D.

= De B4 c1 B2
Ui 10 1 1 m
s | T -1 -1 =10 || % e n=kn
T4 -1 0 0 0 7

las coordenadas de los vectores wy,ws, w3 y wy respecto de la

base By son las columnas de la matriz E.
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a) Respecto de las base By y By la aplicacién f se escribe como

T 1 0
) o -1 2 )\1
| | -1 0 ( b ) <
N4 I =2
1 0 1 1 T]i 1 0
-2 -1 0 0 775 . -1 2 A
-1 -1 -1 0 ng - -1 0 Ao
-1 0 0 0 77;1 1 -2
Asi
1 0
_ -1 2
AB1,B47f:D ! —1 0
1 -2

Usamos el método de Gauss-Jordan para encontrar la matriz
D1,

1 0 1 1 1000
9 ~1 0 0 0100
1 -1 -10 0010 =
10 0 0 0001
1 0 0 0 000 —1
2 —1 0 0 010 0
11 10 oo oo <
1 0 1 1 100 0
1 0 0 0 000 —1
0 -1 0 0 010 —2
0 -1 -10 | 001 -1 <
00 1 1 100 1
10 0 0 00 0 —1
01 0 0 0 -1 0 2
00 10 | 011 1 <
00 1 1 1 0 0 1
1000 00 0 -1
0100 0 -1 0 2
0010 | 01 -1 -1
00 1 1 -1 1 2
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Luego
0o 0 0 -1 1 0
A 10 -1 0 2 -1 2 B
BuBof =10 1 -1 -1 -1 0 |~
1 -1 1 2 1 =2
-1 2
3 —6
-1 4
3 —6
b) Respecto de las base Bs y By la aplicacién f se escribe como
m I 0
T2 . —1 2 )\1
| | -1 0 (Ag)‘:’
T4 I =2
m 1 0
| _| -1 2 1 1 ™
73 -1 0 -2 1 S
yn I =2
Luego
1 0 1 1
A -1 2 1 1Y) | -5 1
Babol =1 1 0 -2 1) | -1 -1
-2 5 —1

c¢) Respecto de las base By y By la aplicacion f se escribe como

T 1 0
T2 o -1 2 )\1
| | -1 0 (Az)‘:’
N4 1 —2
1 0 1 1 7 1 0
-2 -1 0 0 ny | | -1 2 1 1 M
-1 -1 -1 0 ny || -1 0 -2 1 A,
-1 0 0 0 i 1 =2
Luego
1 0
_ -1 2 1 1
ABg,B47f - D 1 _1 0 ( _2 1 ) =
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00 0 -1 11 5 1
0 -1 0 2 5 1 | | 15 -3 -
0 1 -1 -1 -1 -1 -9 3
1 -1 1 2 5 -1 15 —3
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