
ÁLGEBRA LINEAL.

Cambios de Bases en Endomorfismos.

Sea V un espacio vectorial con una base B = { v1, ..., vn }. Sea f :

V → V un endomorfismo , es decir una aplicación lineal de V en si

mismo. Consideramos la forma matricial de f respecto de la base B,

para v =
∑n

k=1 λkvk

f(v) =

 η1
...
ηn

 =


a1,1 · · · a1,j · · · a1,n
a2,1 a2,j a1,n

...
...

an,1 · · · an,j · · · an,n


 λ1

...
λn

 ⇔ η = AB,fλ.

A veces es mejor trabajar con otra base B′ = {u1, ..., un } distinta de

la primera. Por ejemplo, para conseguir que la matriz asociada AB′,f

sea más sencilla (cuando estudiemos diagonalización de endomorfismos

veremos situaciones de este tipo).

Consideramos la matriz D de cambio de base, que transforma coor-

denadas de la base B′ en coordenadas en la base B. Aśı

λ = Dλ′ ⇔

 λ1
...
λn

 = D

 λ′1
...
λ′n


Ahora nuestra nuestra aplicación f referida a la base B

 η1
...
ηn

 = AB,f

 λ1
...
λn


se transforma usando el cambio de coordenadas en

D

 η′1
...
η′n

 = AB,fD

 λ′1
...
λ′n

 .
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Como una cambio de coordenadas tiene una matriz D invertible, lle-

gamos a que  η′1
...
η′n

 = D−1AB,fD

 λ′1
...
λ′n

 .

Aśı la matriz de f referida a la base B′ es

AB′,f = D−1AB,fD.

Ejemplo 1. Consideramos f : R2 → R4 de modo que respecto a las ba-

ses B1 = {u1, u2} de R2 y B2 = {v1, v2, v3, v4} de R4 tiene por expresión

matricial 
η1
η2
η3
η4

 =


1 0
−1 2
−1 0
1 −2

( λ1
λ2

)
.

Se eligen nuevas base B3 = {e1, e2} de R2 y B4 = {w1, w2, w3, w4} de

R4, de modo que

{
e1 = u1 − 2u2
e2 = u1 + u2


w1 = v1 − 2v2 − v3 − v4
w2 = − v2 − v3
w3 = v1 − v3
w4 = v1

.

Vamos a expresar la aplicación f respecto distintas bases.

Demostración: Observemos que tenemos los cambios de bases:

De B3 en B1(
λ1
λ2

)
=

(
1 1
−2 1

)(
λ′1
λ′2

)
⇔ λ = Dλ′

las coordenadas de los vectores e1 y e2 respecto de la base B1

son las columnas de la matriz D.

De B4 en B2
η1
η2
η3
η4

 =


1 0 1 1
−2 −1 0 0
−1 −1 −1 0
−1 0 0 0




η′1
η′2
η′3
η′4

 ⇔ η = Eη′

las coordenadas de los vectores w1,w2, w3 y w4 respecto de la

base B2 son las columnas de la matriz E.
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a) Respecto de las base B1 y B4 la aplicación f se escribe como
η1
η2
η3
η4

 =


1 0
−1 2
−1 0
1 −2

( λ1
λ2

)
⇔


1 0 1 1
−2 −1 0 0
−1 −1 −1 0
−1 0 0 0




η′1
η′2
η′3
η′4

 =


1 0
−1 2
−1 0
1 −2

( λ1
λ2

)

Aśı

AB1,B4,f = D−1


1 0
−1 2
−1 0
1 −2

 .

Usamos el método de Gauss-Jordan para encontrar la matriz

D−1.
1 0 1 1
−2 −1 0 0
−1 −1 −1 0
−1 0 0 0

|

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ⇔


1 0 0 0
−2 −1 0 0
−1 −1 −1 0
1 0 1 1

|

0 0 0 −1
0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 0

 ⇔


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 −1 −1 0
0 0 1 1

|

0 0 0 −1
0 1 0 −2
0 0 1 −1
1 0 0 1

 ⇔


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 1 1

|

0 0 0 −1
0 −1 0 2
0 −1 1 1
1 0 0 1

 ⇔


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 1

|

0 0 0 −1
0 −1 0 2
0 1 −1 −1
1 −1 1 2


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Luego

AB1,B4,f =


0 0 0 −1
0 −1 0 2
0 1 −1 −1
1 −1 1 2




1 0
−1 2
−1 0
1 −2

 =


−1 2
3 −6
−1 4
3 −6


b) Respecto de las base B3 y B2 la aplicación f se escribe como

η1
η2
η3
η4

 =


1 0
−1 2
−1 0
1 −2

( λ1
λ2

)
⇔


η1
η2
η3
η4

 =


1 0
−1 2
−1 0
1 −2

( 1 1
−2 1

)(
λ′1
λ′2

)

Luego

AB3,B2,f =


1 0
−1 2
−1 0
1 −2

( 1 1
−2 1

)
=


1 1
−5 1
−1 −1
5 −1


c) Respecto de las base B3 y B4 la aplicación f se escribe como

η1
η2
η3
η4

 =


1 0
−1 2
−1 0
1 −2

( λ1
λ2

)
⇔


1 0 1 1
−2 −1 0 0
−1 −1 −1 0
−1 0 0 0




η′1
η′2
η′3
η′4

 =


1 0
−1 2
−1 0
1 −2

( 1 1
−2 1

)(
λ′1
λ′2

)

Luego

AB3,B4,f = D−1


1 0
−1 2
−1 0
1 −2

( 1 1
−2 1

)
=
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0 0 0 −1
0 −1 0 2
0 1 −1 −1
1 −1 1 2




1 1
−5 1
−1 −1
5 −1

 =


−5 1
15 −3
−9 3
15 −3

 �
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