ALGEBRA LINEAL.

Determinantes. Definicidn.

Consideramos el sistema:
ar + by =
asr + by = co

Si existe A de modo que

)\((11, bl) = (ag, bg),
entonces el sistema no tiene solucién tnica; incluso puede ser incom-
patible si ¢o # Acq. En esta situacién la matriz < Zl 92 ) no tiene

1 b
rango 2. Tenemos que si a; # 0y by # 0

/\CL1 = as a2 b2
& — == & arby — asby = 0.
)\bl — b2 a bl 1Y2 2V1
Razonando al contrario. Si notamos
_|a b _
a1by — azby = as by | ’A|

y este nimero no es nulo, entonces el sistema tiene soluciéon unica.

Ademas el rango de la matriz de coeficientes
. ap b
A= ( (45} bg )

., Cémo podemos establecer una relacién entre el rango de una matriz

es dos, es maximo.

cuadrada A y una férmula algebraica |A| que relaciona sus entradas?
. Como relacionar que A tenga rango maximo y que |A| #0 7
La respuesta a estas preguntas la da el concepto de Determinante.

Definicién 1. Sea A = (a; ;) € M, una matriz cuadrada de orden n.
Llamamos determiante de A al nimero |A| que definimos por

4] = > ()ag) 0502 a0
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1



2 C. RUIZ

Observacion 1. Para calcular el determinante
a1 - Ain
Al =
Ap1  *°° Qnn
sumamos los productos de n factores tomados de las n columnas de
la matriz sin que coincidan las filas y multiplicado por £1 seguin la
formula de arriba.

Observacion 2. En |A| el nimeros de sumandos con un"+" delante o

1

con un =" coinciden ya que las permutaciones pares son tantas como

las 1mpares.

Ejemplo 1. Sea Sy = {I, fi2} el conjunto de permutaciones de dos

elementos (que tiene 2! = 2 elementos).

Demostracion: I es par 'y fi2, como es una transposicion, es impar.
Asi

|A| = Gz g aa —a a = Q11022 — G210
Gz ans 1(1),101(2),2 = Af; 5(1),10f, 5(2),2 1,102,2 — A2,1071,2.
Que es la féormula que ya conocemos ([l

Ejemplo 2. Sea S3 = {1, fi2, f23, f13,9 = {2,3,1},h = {3,1,2} } el
conjunto de permutaciones de tres elementos (que tiene 3! = 6 elemen-
tos).

Demostracion: En este caso, calculamos las inversiones de las per-

mutaciones

3,2
g =1[23,1]=2+0+0=2.
1,2]=1+1+0=2.

i1 Aair2 ais
Gz1 0A22 A3 | =
azi asz ass

1,102,203 3 1 Ag(1),10¢(2),204(3),3 T Ah(1),10h(2),20h(3),3



APUNTES AL 3

Taf 2(1),10 1 5(2),20f1 2(3),3 7 Afp 3(1),10f2 3(2),20 f2 3(3),3 A f1 3(1),10 1 3(2),20f1 3(3),3 =

a1,102,2033 + Q2103201 3 + -
—Q21012033 — — 3,102,201 3.
La regla grafica para calcular este tipo de determinantes es
= Sumandos positivos:

aia 1.3
(21 G292
32 A3;3
= Sumandos negativos:
1,2 A13
21 A22 u
as,1 as,s3
Si consideramos Sy, que es un conjunto con 4! = 24 elementos, o Ss,
que es un conjunto con 5! = 120 elementos, el calculo de determinan-
tes de orden mayor 3 parece que necesita otros medios distintos de la
definicién. Vamos a estudiar las propiedades del determinate. Estas se
deducen de su definicién, pero luego se hacen independientes y permi-
ten calcular determinantes por métodos mas sencillos.
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