ALGEBRA LINEAL.

Subespacios Invariantes.

Definicién 1. Sea V un espacio vectorial de dimension n. Se considera

un endomorfismo
f:V-=Vv
una aplicacion lineal de V' en si mismo.
A) Un subespacio vectorial L C V' se llama Invariante respecto del
endomorfismo f si
fL)cL,
es decir si la imagen de L por el endomorfismo f estd dentro del
propio L.
B) Se llama Autovalor ( o walor propio) repecto de f a todo
escalar A € R(o C) de modo que existe v € V\{0} tal que

f(v) = .

C) Se llama Autovector ( o vector propio) de V a todo vector
v € V\{0} tal que existe A € R de modo que

f(v) = .

Observacion 1. A todo autovalor (o valor propio) le corresponde al
menos un autovector (o vector propio). A todo autovector le corres-

ponde un unico autovalor.

Ejemplo 1. Sea f(z) = Jx un endomorfismo sobre R™ de modo que
la matriz J es diagonal, es decir

Al 0

J = .
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Cada entrada de la diagonal \; es un autovalor para f (no tienen por

que ser distintos); y a cada uno de ellos le corresponde el autovector
€ = (07 -‘;0; ]-i—ésimacourdc'rL(Ld(L7 07 70) .
Observacién 2. Siv es un autovector asociado al autovalor \ respecto
del endomorfismo f, entonces

ve Ker(f — M),

donde I es el endomorfismo identidad.

Demostracion: Claro, si v es autovector se tiene que
f(v)=Xv & f)= = (f=A)v=0.

De hecho, todo vector v € Ker(f — AI) es un autovector para el auto-
valor A U

Definicién 2. Sean f:V — V un endomorfismo y A un autovalor de
f. Se llama
Ly={veV : flv)=XM},

el conjunto de los autovalores asociados al autovalor .

Proposicién 1. Sean f : V. — V un endomorfismo y A1 y Ay dos

autovalores de f

a) Ly, es un subespacio vectorial de V', invariante respecto de f.
Ademds
dimLy, > 1.
b) Ly, N Ly, = {0} siempre que Ay # As.

Demostracion: a) Como vimos en una Observacién anterior
Ly, = Ker(f —\I).

Luego es un subespacio vectorial, pués lo es el nucleo de una aplica-
cién lineal. Por la propia definicién de autovalor, al menos existe un

autovector asociado no nulo, luego
dimLy, > 1.
Ademas si v € L, se tiene que
f(v) = Nv € Ly,

de lo que deducimos que L), es un subespacio invariante respecto de f.
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b) Si v € Ly, N Ly,, tenemos que f(v) = Moy f(v) = Av. Asi
AU = A9V & (A — X)v =0,
si A1 # Ao, lo anterior solo puede ocurrir si
v=10 0J
Ejemplo 2. Si Kerf # {0}, entonces A\ =0 es un autovalor de f y
Lo = Kerf.

Observacién 3. Si f : V. — V es un endomorfismo y dimV = n,

entonces f a lo mds solo puede tener n autovalores distintos.

Demostracion: Sean A\, \o, ..., \. los autovalores distintos de f. En-
tonces

Ly +Ly,+ ... + L, CV.
Como Ly, N Ly, = {0} si i # j, entonces la férmula de la dimension
nos dice que

dim(Ly, + Ly, + ..... + Ly,) = dimLy, +dimLy, + ..... + dimL,, < n.

Como cada dimLy, > 1, no puede haber ocurrir que r > n 0
Ahora estamos en condiciones de caracterizar los endomorfismos dia-
gonalizables, aquellos que tiene una matriz asociada semejante a una

matriz diagonal.

Proposicién 2. Un endomordismo f:V — V es diagonalizable si y
solo si
Ly, + Ly, + ..... +L, =V,

donde Ay, Mg, ...., A, son todos los autovalores distintos de f.

Demostracion: En esta prueba vamos a ver como como la matriz
A, asociada a la aplicacion f, se transforma en otra matriz diagonal
semejante.
Supongamos que dimV = n.
=) Si f es diagonalizable, es decir si su matriz asociada A es semejante
a una diagonal, existe una base de V', B = {vy, vy, ..., v, }, de modo que
la matriz J asociada a f, referida a esta base, es diagonal
A1
J =
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Asi f(v) = Jv, siempre que v = »_;_, ziv;. En particular como v; =

(0,...,0,1,0..,0) en coordenadas respecto de la base B, se tiene que
f(vi) = \v; = (0,...,0,7;,0..,0) para toda ¢=1,2,..,n.

Luego los A, ..., A, son autovalores para f (no necesariamente distin-
tos), cada uno de ellos lleva asociado un autovector de la base v;.
Sean los autovalores distintos son A, , ..., A;, que se repiten sy, so, ...., S,

veces respectivamente. Observemos que
51+52+....—|—5T:n.
Entonces
L,\Z.j 2 (v, ...,vjsj] para j =12 ...7,

donde estos vectores son de la base B y todos distintos. Asi, teniendo

en cuenta que los subespacios Ly, tienen interseccién nula dos a dos,
J

V = Llvi,,...;v1, ]+ Llvg,, oy vo, ] + oo + L[vp, ooy 0p, ] C

L>\i1 —+ L)\Z.2 + ...+ LMT cV.
Por tanto
V = L,\l.1 + LAZ-Z + ..+ Ly

ip "

<) SiV =1Ly, + Ly, +...4 Ly, , donde \;;, Ai,, ..., Ai, son los auto-
valres distintos de f, elegimos bases de cada uno de estos subespacios

{v1y, 01, } base de Ly, ,
{vay; ooy va, } base de Ly, ,

{vi,, .. o, } base de Ly, .

Observemos que s; + So + ... + s, = n, por ser V suma de subespacios
con interseccion nula dos a dos. Ademas los vectores de estas bases son
todos autovectores, luego si los juntamos

{01y, ey V1, U9 ey Vg s ey U1, ey Up, )
1 2 r
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tenemos una base de V' y respecto de esta base f tiene una forma

matricial

donde cada "caja” correspondiente a A;; tiene orden s; X s;. Luego
respecto de la nueva base f tiene asociada una matriz diagonal U

Corolario 1. Sea f : V — V un endomorfismo, con dimV =n. Si f
tiene A1, ...., A, autovalores distintos, entonces f es diagonalizable.

Demostracion: Como

Ly +Ly,+...+ Ly CV,

cada L), tiene dimensiéon mayor o igual a 1 y son disjuntos dos a dos,

concluimos que
Ly +Ly,+...+ L\, =V

Por la Proposicién anterior f es diagonalizable 0

Ejemplo 3. Se puede comprobar que la aplicacion lineal que tiene aso-

ctada por matriz a

015 9
216 8
D=10900 3
00 1 -2

tiene por autovalores {—1,1,2,3}. Cuatro autovalores distintos. Por

tanto va ezistir una matriz reqular @, |Q| # 0, demodo que

~100 0
im0 100
@QEDE=1 4 20

0 00 3

Preguntas que nos podemos hacer son:
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= jcomo calcular los autovalores de una matriz cuadrada?

= ;Como Calcular al matriz () de paso?

Estas preguntas las vamos a contestar en las lecciones siguientes.

Ejercicio 1. Hay que probar que dos matrices semejantes tienen los

mismos autovalores.

Demostracion: Sea A € M, una matriz cuadrada. Sea la aplicacion
lineal asociada f(z) = Az. Sea

B=Q'AQ,

donde () es una matriz regular. B es semejante a A y la aplicacion f
asociada a B no es mas que la anterior con un cambio de coordenadas.
Luego si vector v € R™ verifica que f(v) = Av, esto es asi independien-
temente de las coordenadas que usemos.

De forma analitica. Sea A € M, y sea B = @ 'A(Q una matriz
semejante. Supongamos que A es un autovalor de A (o de la aplicacién
lineal asociada f(x) = Ax. Sea v el autovector asociado a A, es decir

que Av = \v. Tomamos

w=Q .
Asi
Bu = (QMAQ)Q v = QM (Av) = Q w = M@ 1) = \u.
Luego si A es un autovalor de A tambien lo es de B y diceversa 0
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