ALGEBRA LINEAL.

Procesos de Markov Finitos. Matrices Estocasticas.

Sea M = {1,2,...,N} un Espacio Muestral finito (es decir un
conjunto finito). Consideramos {X,,}>°; un Proceso Aleatorio , es
decir una sucesién de Variables Aleatorias.

Recordemos que si (€2, 3, P) es un Espacio de Probalibidad, una

variable aleatoria sobre M no es mas que una aplicacién
X,:Q— M

de modo que
X, (i) ex,

asi la probabilidad de que ocurra ¢ del conjunto muestral M es preci-

samente

P(X,'(i)) = P(X, = 1),

n

donde la ultima parte de la ecuacién es una notacion.

Definicién 1. {X,}22, se llama un Proceso de Markov si la pro-
babilidad condicionada
P(Xn—',-l =1 | Xn — j; Xn—l = jn—la ----aXl = ]0} =
probabilidad de que X,i1 =1 st antes X, =7,....,X; = Jo
P(Xpy1 =1 | Xn=13,} = pij,

donde la ultima parte de igualdad es una notacion.

Observaciéon 1. Lo que ocurre en el paso n+1 solo depende de lo que

ocurre en el paso anterior n y no de lo ocurrido en el pasado "lejano”.

Asi la informacion del proceso entero viene dada por una matriz

P = (pz',j)
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cuyas entradas son precisamente las probabilidades condicionadas p; ; =

P(X,41 =1 X, =j). Observemos que para cada j
P1,j
pn,j

la columna j—ésima de la matriz P tiene entradas positiva y ademas

me ZP Xopi=i|Xp=4,} =PXpn e M| X, =j)=1

donde la ultlma igualdad se tiene por las propiedades de las probabili-
dades.

Definicién 2. Una matriz P € Myyy de entradas positivas se llama

Matriz Estocdstica si para cada j se tiene que

N
> pij=1
i=1

es decir si para columna de la matriz la suma de sus entrada es 1.

Proposicion 1. Toda matriz estocastica P tiene por autovalor a A = 1.

Demostracion: Claro,

0=|P—-)\|=
sumando a la dltima fila todas las otras filas
P11 — A DP1,N P11 — Ao P1,N
: =(1-2) :
1—A 1—A 1 1

va que py; =1 — 30 Py O

Definicién 3. Un Estado Estocdstico para una matriz estocdstica
P es un vector

7 = (71,79, ..., ™) € RY
de modo que

m; > 0 para todo i.

" vazlm =1

» Pr =, es decir m es un autovector para P con autovalor 1.

Teorema 1. Toda matriz estocdstica tiene un Estado Estocdstico.
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Demostracion: Es la Proposiciéon anterior 0
En Teoria de Probabilidades se puede probar que, si p;; > 0 para
todo 4, j, entonces

lim P" =m; para todo j=1,2,..,N.

n—oo o
Es decir las potencias de la matriz P tiende a una matriz con columna

todas iguales al Estado Estocéstico.

Corolario 1. Sea P = (p;j) una matriz estocdstica con p;; > 0 para

todo i,j. Sea un vector de probabilidad

N
r=(1,..,TN) con entradas positiva y g x; =1,
i=1
entonces
lim P'x =
n—oo
Demostracion: Usando lo anterior, que lim, ,,, P*" = (7 7 ),

tiende a una matriz con columnas iguales a 7, entonces

N N
lim Pz = E l’ﬂT:(E T)T =T O
n—o0

i=1 i=1
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