Espacios Vectoriales.

La estructura lineal siguiente aparece repedidamente en Matemaéticas
como en sus aplicaciones.
Sea V' un conjunto y sea K un cuerpo (para nosotros K = R, pero

también puede ser C u otros cuerpos; en criptografia seran cuerpos
finitos).

Definicién 1. Sea V' un conjunto, cuyos elementos llamaremos vec-

tores; sobre V' tenemos definidas dos operaciones:

1) Una suma

+  VxV = V
(u,v) — u+wv

2) Un producto por escalares

+ . KxV —» V
(A v) — M
Con las siguientes propiedades:
para la suma,

st u,v,w €V se tiene las propiedades

a;) Conmutativa: u+v=v+u

) Asociativa: u+ (v+w) = (u+v) +w
as) Elemento neutro: existe 0 € V tal que u+0=0+u = u.
as) Elemento opuesto: para cada u, existe —u € V' tal que u +
() = (~u) +u =0,
Para el producto por escalares,

Stu,v eV y A\ B €K se tienen las propiedades:

by) Au + v) = A\u+ )\v)
bs) A(Bu) = (AB)u.
b4)

lu = u.

A este conjunto, con sus operaciones y propiedades (V,+, x) le lla-

mamos Espacio Vectorial sobre el cuerpo K.

Ejemplos 1. » R? con la suma de vectores y el producto escalar

es un espacio vectorial sobre el cuerpo R.
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FIGURA 1. Operaciones en R?

» En general R" = { (z1,29,...,2,) : 1,..2, € R} con la
suma de vectores y el producto por escalares
suma: (1, T2, ., Tn) + (Y1, Y2, s Un) = (1 + Y15 ooy T + Yn)
producto por escalares : A(z1, xg, ..., T,) = (Axq, ..., A\x,,)
es un espacio vectorial sobre el cuerpo de los niumeros reales.

» Fl conjunto de matrices n x m (n,m € N),
11 - Aim
MnXm(R) = . a; j eR
Un1 ** Gpm
con la suma de matrices y el producto por un escalar es otro
ejemplo de espacio vectorial sobre el cuerpo R.
= Las funciones continuas

Cl0,1]=4{ f:[0,1] =R : f continua }

con la suma de funciones y el producto de unescalar por una

funcion, es otro ejemplo de espacio vectorial sobre el cuerpo R.

Proposicién 1. Sea V' un espacio vectorial, entonces se verifican las
stquientes propiedades:
1. Para todo u,v,w €V, si v+ u = v+ w, entonces
u = w.
2. 51 01,05 € V son dos elementos neutros para la suma de V,

entonces

01 = 027
es decir el elemento neutro es unico.
3. 510 € R, entonces para todo v € V' se tiene que

ov=0eV



Demostracion:

1. Siv+u = v+ w, como existe el opuesto de v, es decir tomamos

—v y sumamos en ambos lados de la igualdad
—v+(v+u)=—v+ (v+u),

aplicando la propiedad asociativa y que —v + v = 0 (elemento
neutro), llegamos a que

u=1mw.

2. 5i 01,00 € V son dos elementos neutros para la suma de V,

entonces

01 + 02 = 02,
pero también

01 + 02 = 04,
de lo que se sigue que

0; = 0,.
3. 510 € R, entonces 04+ 1 =1y asi
lv=(0+1)v = 0v + lw.

Aplicando el apartado 1. tenemos que

ov=0eV U
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