Bases en un Espacio Vectorial.

Definicién 1. (Sistema de Generadores) Un sistemas de vecto-

res { vy, v, ....,v, } C V de un espacio vectorial V' se dice que es un
Sistema de Generadores de V si para todo uw € V este es una
combiancion lineal finita de elementos del sistema { vy, vg, ..., v, }

Ejemplos 1. » {ex}i_y C R" es un sistema de generadores de R™,

como vimos en la leccion anterior.

» Sea Plz] = {apz™+...+ax+ag : ap,...,a1,a0 €ER, meN}
el conjunto de los polinomios con coeficientes reales. La suma de
polinomios y el producto por escalares hacen de P[x] un espacio

vectorial. El sistema
m | oo
{l’ m=0

es un sistema de generadores de P|x].

Demostracion: Sea Q(x) = apz™ + ... + a1 + ag un polinomio de
grado m de P[z|. Claramente ) es combinacion lineal de

{1,2,2% .., 2™} C {z™}2, O

Un espacio vectorial puede tener un sistema de generadores finito o
infinito. Aqui nos vamos a concentrar en los espacios vectoriales con
sistemas de generadores finitos.

Definicién 2. Un espacio vectorial V' se dice que es de dimension
finita si tiene al menos un sistema de genradores finito.

Definicién 3. Un sistema de generadores de un espacio vectorial V
se dice que es una Base si los vectores del sistema son linealmente

independientes.

Ejemplos 2. w {er }i_y C R™ es una base de R™, como vimos en
la leccion anterior. A esta base se le llama Base Candnica.
» Sea e, € Myym(R) definida por

1 st 1=k, jg=r
err = (a;; donde a; i = ’ .
kr = (aig) J { 0 en otro caso
El sistema { egr i1, nj=1..m €S un base del espacio vectorial de
las matrices Myxm(R).
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Ejercicio 1. Se consideran los vectores u; = (1,0,2),us = (1,2,0) y

uz = (3,3,1) de R®. ;Forman estos tres vectores una base de R*?

Demostracion: En primer lugar vamos a ver si son linealmente inde-

pendientes o no. Escribimos

0 = zuy + yug + 2us,

es decir
0 1 1 3
O =20 |4+yl|l 2 | +2| 3
0 2 0 1

[gualando coordenadas, tenemos el sistema lineal

r + y + 3z =0
2y + 3z = 0.

2x + z =0
Este sistema lo resolvemos por Gauss, haciendo F3 — 2F;
r + y + 3z =0
2y + 3z =0

-2y + =5z =0
y ahora si F5 + Fs

r + vy + 3z =0
2y + 3z = 0.
—2z =0

Este sistema triangular tiene una tnica solucién
r=y=z2=0,

de lo cual deducimos que nuestros tres vectores son linealmente inde-
pendientes.
Veamos ahora si forma un sistema de generadores. Tomamos un ves-
tor cualquiera
u = (a,b,c) € R
Queremos ver si u se puede poner como combinacion lineal de nuestros

tres vectores, es decir si existen z,y, 2 € R de modo que
U = TU] + YU + U3,

es decir si



Igualando coordenadas, tenemos el sistema lineal

r + y + 3z = a
2y + 3z = b.

2z + 2z = c
Este sistema, como antes, lo resolvemos por Gauss. Haciendo F3 — 2F)
r + y + 3z = a
2y 4+ 3z = b
-2y + =5z = —2a
y ahora si F3 + Fs
r + y + 3z = a
2y + 3z = b )
—2z = —2a+0

2a—b
2

u se puede escribir como una combiancién lineal de los vectores wuy,us

Este sistema triangular tiene una unica solucién, z = ,...etc Luego
y uz. Luego forman un sistema de genereradores.

Como { uy, ug,u3 } son un sistema de generadores de R? y los tres
vectores son linealmente independientes, podemos concluir que el sis-
tema forma una Base 0
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