ALGEBRA LINEAL.

Subespacios Vectoriales.

Todos los espacios finitamente generados tienen bases y en cada es-
pacio vectorial estas bases tienen el mismo cardinal (el mismo nimero
de vectores). Este resultado es el llamado Teorema de la Base. Antes
de verlo necesitamos entender el importante concepto de Subespacio
Vectorial.

Definicién 1. Un subconjunto no vacio L C V', V espacio vectorial,
se llama variedad lineal o subespacio vectorial si (L;+,-), L con la

suma y el producto por escalares de V', es a su vez un espacio vectorial.

Teorema 1. Sean V un espacio vectorial y L C V' un subconjunto no
vacio. Son equivalentes:

a) L es un subespacio vectorial de V.
b) b1) Para todo vi,vs € L, se tiene que v + vy € L.
by) Para todov € L, y A € R, se tiene que \v € L.

Demostracion: Es bastante evidente (Ejercicio) O
Ejemplo 1. Sea
L={(z,9,0) €R® : 2,y € R} C R%

L es un subespacio vectorial de R?
1
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R’

Vi
€ X9, 0)

FiGUuRA 1. R? inmerso en R3.

Demostracion: Obviamente

bi) (2,9,0)+ (2',¢,0) = (v + 2",y + ¢',0) € L.
b2) A(x,y,0) = (Az, Ay, 0) € L.

Ademas e; = (1,0,0) y eo = (0,1,0) forman una base de L. Obser-

vemos que L es como R? inmerso en R3 U

Ejemplo 2. Sean V' un espacio vectorial y { vy, ..,v, } un sistema de
vectores de V. Definimos L como el conjunto de todas las combinaciones
lineales de los elementos del sistema

L= {Z)\kvk DA, ey Ay € R},
k=1

que también notamos por
L=Llvy, . v, | =]v1,..,0, |

Entonces L es un subespacio vectorial de V' y ademds { vq,..,v, } es
un sistema de generadores para L.

Demostracion: Sean uy,us € L y A € R. Podemos escribir

n n
up = E Ak Uk y Uy = E Mk
k=1 k=1

entonces

)\ul + Uy = )\Z)\kvk + anvk =
k=1 k=1

n

k=1



APUNTES AL 3

Ademas como obviamente cada vy € L, por definicién de sistema de

generadores, { vy,..,v, } loesde L O

Ejemplo 3. Sea un sistema de n ecuaciones lineales con m incognitas

homogéneo,
aarr + -+ T, = 0
: & Ar =0
an 121 + -+ ApmTm = 0

donde A = (a; ;) € M, »(R). Entonces el conjunto de soluciones del

sistema S es un subspacio vectorial de R™.

Demostracion: Sean x,y € R™ dos soluciones del sistema (Ax =0y
Ay =0), asi z,y € S. Sea A € R, entonces usando las propiedades del

producto de matrices
AN +y) = Mz + Ay = 0,

lo que prueba que Ax +y € S. Luego S es un subespacio vectorial de
R” O

Ejercicio 1. a) Sea W = {(z,y,z,w) : 2 4+y+z2z4+w=0, z+y—
z—w =0 }. Probar que W es un subespacio vectorial de R*.

b) Hay que ver que u; = (1,—1,3,-3),us = (0,0,1,—1) € W y que
forman una base.

Demostracion: a) Por el ejemplo anterior, sabemos que W es un
espacio vectorial de R™ ya que es el conjunto de las soluciones de un
sistema de ecuaciones 2 x 4.

b) Es fécil comprobar que uj,us € W y que son linealmente inde-
pendientes. Si vemos que generan a W estonces serd claro que forman
una base. Observemos que

I
o

x+y+z+w=0@w+y—l—z—l—w
x +y — z — w = 0 z 4+ w

I
o

lo que a su vez es equivalente a

T + Yy +

|
o
SRS IS
Il
<
|
g
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y también a

ISISI
—_
)

S
o
—

0
-1
1
son generadores de W, por tanto forman una base de W. Ahora como

claramente ( si no resolviendo el sistema correspondiente)

Ug = — Vo
U, = — Uy — 31)2 ’
los vectores uy y us también generan a W U

Algo que ya propusimos anteriormente:

Ejercicio 2. Sea un sistema de ecuaciones lineales

(1)

(2)

Ap1T1 + ..... + apmTm = 0,

Sea S el conjunto de soluciones del sistema homogéneo (2) y llamemos
S” al congunto de soluciones del sistema (1). Prueba que

a) six,y €S entoncesy —x € S.
b) Six e S eyeS, entoncesx+y e S'.
c) Siy es una solucion particular del sistema (1), entonces

S'={y+z : zeS}t=y+S5,

donde la ltima igualdad es una notacion (que cobrard sentido
con las operaciones entre espacios vectoriales que vemos a con-

tiniacion).
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Demostracion: Si escribimos el sistema como Ar = b, con A =
(a;j) € Mpm(R) y tomamos y € S’ es decir Ay =b;yz €S, es

decir Az = 0, por las propiedades de la multiplicacién de matrices
Aly+x) = Ay + Az =b+0,

luego y + = € S’. Hemos visto que y + .5 C 5.

Si ahora tomamos ¢y’ € S’ y escribimos

v=y+ U —v),
como es facil ver que ¢y —y € S, acabamos de probar que S’ C y + S.
Por tanto S =y + S O

Observacién 1. Un subespacio vectorial L de un espacio vectorial V

puede venir dado por una base
L = L[Ul, Vo, .., Uj]

o bien por unas ecuaciones implicitas

ary  + o+ ap®, = 0

Amp—j,1T1 + -+ Am—jmTm = 0
La relacion entre el niumero de elementos de una base y el nimero de

ecuactones para un subespacio L la veremos mas adelante.

Operaciones con Subspacios Vectoriales.

Proposicion 1. St Ly y Ly son dos subespacios vectoriales de un es-

pacio vectorial V', entonces la interseccion

LlﬂLz

es un nuevo subespacio de V.

Demostracion: Observemos que Ly () Lz # 0, ya que al menos 0 €
L1 Ls. Ahora si x1, 29 € L[ La vy A € R, entonces como Ly y Ly son
subespacios vectoriales se tiene que

)\[El + X9 € L1

AT, + 29 € Lg;
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por tanto
AT+ 19 € L4 ﬂLg.
Asi € Ly () Ly es un subepacio vectorial de V/ O

Ejemplo 4. Si tenemos un sistema de dos ecuaciones (o mds) lineales

homogéneas

a1,1%1 + -+ G2mTym = 0

a1r1 + -+ ATy, = 0
Si llamamos Sy al subespacio solucion de la primera ecuacion y Sy al
subespacio solucion de la sequnda ecuacion, parece claro que el subes-

pacio solucion del sistema S es precisamente la interseccion
S =5[]

Definicién 2. Dados dos subespacios vectoriales Ly y Lo de un espacio
vectorial V', se define el subespacio suma por

Li+ Lo={veV : existenvy € Ly yvy € Ly con v =wv; + vy }.
Proposicién 2. L + Ly es un subespacio vectorial de V.

Demostracion: Sean wi,wy € Ly + Lo, con

wy =v11 +vi2 para vy € L1y vig € Lo

Wy = Uy + V2o Para vy € Ly y vap € Lo.
Sea A € R, entonces
/\w1 + wy = )\(U1,1 + ULQ) + (Uz’l + ’0272) =
(Avig + 02,1) + (A2 + 02,2)-

Como

Mg+ € Ly y A1 + V29 € Lo,
se llega a que Awi + we € Ly + Lo, lo que prueba que la suma de
subespacios vectoriales es de nuevo un subespacio vectorial O

Ejemplo 5. Se consideran los subespacios de R3:

U=1L1[0,1,2),(1,0,1),(2,2,0)]

W={(r,y,2) €ER® : x4+y=0; 2=0}.
Hay que hallar las ecuaciones implicitas y las bases de U(\W y U+ W.
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Demostracion: Observemos que (0,1,2),(1,0,1) y (2,2,0) son tres
vectores linealmente independientes en R3. Por tanto forma un base de
R3. Luego
U=R?
y asi
U(YW=w y U+W=U=R"
Las ecuaciones implicitas de R3, no hay ya que no hay restricciones
(cualquier vector de R? estd en R?).
Las ecuaciones implicitas de U ()W = W son precisamente

r+y=20 y z=0.

Una base de W la obtenemos del siguiente modo (como en el Ejercicio

primero):
r = -y
T + = 0
! z = 0 < y =9
z = 0
y asi
T —1
y | =yl 1
z 0

ASEW = L[(-1,1,0)] O
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