ALGEBRA LINEAL.

Aplicaciéon de las bases: Rango de un conjunto de vectores.

Definicién 1. Sean {vi,...,v,} CV n vectores de un espacio vectorial
V. Se llama Rango del conjunto de vectores {v1, ...,v,} a la dimension

del subespacio vectorial
L = Llvy, ..., v,]

o equivalentemente al mayor numero de vectores linealmente indepen-

dientes entre los vectores {vq, ..., v, }.

Observacién 1. Consideramos L = L{vy, va, ..., v,]|. Consideramos {v;,, ...

y {vj,,....,vj. } dos subconjunto de {v1, ...,v,} formados por vectores li-
nealmente independientes de modo que

L= Ly, ...,v;] Yy L = Lvj,,....,v; ],
entonces por el Teorema de la Base
r=s.

Proposicién 1. Sean {vq,...,v,} CV n vectores de un espacio vecto-
rial V', con rango m < n.

a) St A € R, no nulo, entonces el rango de

{ Mg, v9, .oy v, }

es m.

b) Si A € R, entonces el rango de
{v1,v9 + Ay, v3, .y 0 }

es m.
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c) En general, en un conjunto de vectores, si a uno de ellos lo mul-
tiplicamos por un escalar no nulo o a uno le sumamos otro mul-
tiplicado por un escalar, el rango de los vectores resultantes es

wgual al rango de los vectores iniciales.

Demostracion: Por ser L = [vq,....,v,] un subespacio vectorial, con
m = dimL, y como

L =[A\vy,vg, oy vy] = 1,02 + AU, 03, ., Uy

se sigue que el rango permanece constante tras las transformaciones de

a) ob) O
Ejemplo 1. Sea
A=1[1,2,3,4),(0,2,0,2),(1,4,3,6),(1,6,3,8)] c R*

+Cudl es dimA? o ;Cudl es el rango de esos cuatro vectores de R*?
¢sUna base de A?

Atencidén: este tipo de problemas se resuelve de forma méas rapida
usando determinantes como veremos mas adelante.

Demostracion: Los vectores
uy = (
U2 = (
Uz = (
Uy = (

forman un sistema de generadores de A. Luego una base de A tendra
a los mas 4 elementos. Obviamente

Uy # Mg

para todo A € R, asi { uy, us } son linealmente independientes.
Por otro lado es claro que

U3 = U1 + Ua,
y por tanto
A= L[ul,UQ,U4].

Ahora nos preguntamos si uq,us y uy4 son linealmente independientes.
Veamoslo. Si

0= )\1U1 + )\QUQ + )\3U4,
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esto es equivalente a escribir el sistema

/\1 —f- )\3 — O
2\ + 2X 4+ 6A3 = O
3\ + 3X3 = 0°

4)\1 -+ 2)\2 + 8)\3 == O
La primera ecuacion y la tercera son equivalentes. Realmente tenemos

un sistema tres por tres. Si lo resolvemos, vemos que es de solucién

Unica con
AM=1, X=2 y A=-1,

asi

Ug = Uy + 2us.
Por tanto

A = Lluy, us).
Como { uy, uy } son linealmente independientes, forman una base de A.
Ademsés

dimA = 2.

O también, el rango de los vectores { uy, us, us, uy } es dos O
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