ALGEBRA LINEAL.

Aplicacién del Teorema de la Base: Subespacio Vectorial

Complementario.

Definicién 1. Consideramos L C V' un subespacio vectorial L de un
espacio vectorial V' finitamente generado. Se llama Subespacio Com-
plementario a L a otro subespacio W C V' de modo que

LAW={0} y L+W=V

Aunque el subespacio complementario a uno dado no tiene por que

ser Unico, al menos siempre existe uno.

Proposicion 1. Si V' es un espacio vectorial finitamente generado y

L C 'V siempre existe un subespacio W complementario a L.

Demostracion: Como V' es un espacio finitamente generado existe

una base de él {vy,...,v, } v asi
Vo= [v1, ..., vp).
También el subespacio L tiene una base y podemos escribirlo como
L =uy,..,u,l,
con r < n. Pedemos escribir
Vo= [ug, ooy Up, U1, ooy Uy
y como el rango de {uy, ..., u,, v, ..., v, }, podemos encontrar
Uy oo Upy Vg ooy Uiy
linealmente independientes. Consideramos
W = [Uil, ceey /Uimf'r]'

Veamos que el subepacio vectorial W es complementario a L.
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Como uy, ..U, iy, ..., v;, . son linealmente independientes se tiene

que

(w1, o] (Vv oens 03, ] = {0},

Si no fuese a si, existirfa v € V' no nulo tal que

T m—r
v = E ApUy = E Nk Vi,
k=1 j=1

donde no todos los "\ y "n” son nulos. Asi

T m—r
g AplUp — § nivi; =0,
k=1 =1

y llegamos a contradiccion con la independencia de los vectores.
Ademads n vectores linealmente independientes en un espacio vecto-

rial V de dimension n forman una base. Asi

L+W =luy, ..y, vy, vy, | =V 0

|L5e,1: W

Ficura 1. Wy y W5 complementarios a L.

Ejemplo 1. Sea L = L[(1,0,1,0),(2,2,1,0)] C R*. queremos encon-

trar un subespacio complementario.

Demostracién: Como R* = [e1, es, €3, 4], donde hemos usado la base

canonica, es facil ver que

R* =[(1,0,0,0),(0,0,0,1),(1,0,1,0),(2,2,1,0)]
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y por tanto
W =1(1,0,0,0),(0,0,0,1)]

es un subespacio complementario de L O
El siguiente resultado sera titil para medir el tamano de las soluciones

de un sistemas de ecuaciones lineales.

Proposiciéon 2. Sean L,W C V dos subespacio vectoriales de un es-
pacio vectorial V' finitamente generado. Entonces

dim(L + W) = dimL + dimW — dim(L[ | W).

Demostracion: LW es un subespacio vectorial de V', que tendra

una base
Lﬂ W = [uy, ug, ..., uy).
Asi la dimensién de L (W es r
Estos vectores también estan en L, y con ellos podemos completar
una base de L, es decir

L = [uy, ug, ..., Up, V1, ..., Vg).

La dimensién de L es r + s.

De la misma forma podemos completar una base de W de forma que
W = [ug, Uz, ..oy Up, W1, ..o, Wy

La dimensién de W es r + t.

Sive L+ W, existeue Ly we W de modo que

r s r t
v=utw=( M+ aw)+ (O meun+ Y bjw;) =
k=1 =1 k=1 Jj=1

r s t
Z(Ak + Mk )u + Z a;v; + Z bjw;.
i=1 j=1

k=1
Todo elemento v de L + W se puede poner como combinacion lineal de

ULy ooy Upy V14 oevy Vg, W1, ..., Wy, lUEEO
dim(L+ W) <r+s+t=dimL+ dimW — dim(LﬂW).

Por otro lado como L ([wy, ..., w¢] = {0}, si no existiria w € [wy, ..., w] C
W no nulo, con w € LW, pero eso no es posible pues los vectores

ULy eeey Up, W1y oory Wy
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son linealmente independientes. Por lo tanto los vectores
Uty eery Up,yV1y eeey Ugy W1y vnny Wy
son linealmente independientes y todos son vectores de L + W, asi
dim(L + W) = dimL + dimW — dim(L(\W) O
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