ALGEBRA LINEAL.

Compatibilidad de Sistemas. El Teorema de
Rouche-Frobenius.

Consideramos un sistema lineal de n ecuaciones y m incognitas

a1l + ...+ a1mITm = b1
a21T1 —+ .+ a2 mITm = b2
Qp,1T1 + .+ ApmTm = bn
o de forma matricial
Ax =b.
O también
1,1 1,2 a1m by
21 2.2 a2m by
. T + . ) + + . Tm =
Qn,1 Qp 2 Apom bn

Si existe alguna solucién del sistema, concluimos que el vector b € R” es
combinacion lineal de los vectores columnas de la matriz de coeficientes

A. Si llamamos matriz ampliada a

a1 - A1m by
21 -+ Q2m bo

(A | b) = : : )
Qp1 = Anm bn

por definicién de rango de una matriz y por el Teorema del Rango se

tiene que

RangA = Rang(A|b).
1



2 C. RUIZ

Definicién 1. Sea Ax = b un sistema lineal con A = (a; ;) € Myxm (0

ecuaciones y m incognitas). Se llama Matriz Ampliada a la matriz

a1 - Aim by
Q21 -+ A2m by
Ap1 - Qpm bn

Teorema 1. (de Rouche-Frobenius ). Un sistema lineal Ax = b,
con A € Mywm, es compatible si y solo si

RangA = Rang(A|b).
Demostracion: Si Ax = b no es compatible, no existe x € R™ tal

que Az = b. Asi b es linealmente independiente de los vectores columna

de la matriz A, luego
Rang(A|b) = RangA + 1.
Si Az = b es compatible ya hemos visto que
RangA = Rang(A|b) O
Observacién 1. Un sistema lineal homogéneo Ax = 0 siempre es
compatible ya que

RangA = Rang(A|0).

Ejemplo 1. Dado el sistema

ar+by = a a b 0 0 x a
ay+bz = b 0 a b O y | b
az+bt = a? < 0 0 a b 2| | a® |’
br +at = b? b 0 0 a t b?

lo vamos a discutir dependiendo de los valores de a y b.

Demostracion: El determinante de la matriz A es

a b 0 0
0 a b O
0 0 a b

a

a b 0 b 0 0
=a|l0 a b|=b| a b 0 | =a*—0bh
b 0 0 0 0 a 0 a b
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a' — b* # 0 En este caso, la matriz A tiene rango maximo. Como el sistema es
cuadrado, el sistema es compatible de solucién tinica. Usando

la regla de Cramer (es lo més sencillo en este caso)

a
b 0 0 a b 0
le b2abO:1 2o b olaals ool -
at—bt|la* 0 a b at — A 0 o b hoo
¥ 00 a
1
at — b4 [—b5+a4+b2a2—b2a]; ......... ete

a = b =0 En este caso no hay sistema. Todo x € R* es solucién.
a = +b # 0 En este caso tenemos las siguientes posibilidades.
Consideramos el menor de orden 4 de la matriz ampliada

(A]b)
a a 0 «a 4 a a a 0 a
D BT FEr R .
a 0 0 a? 00 & 0 a o

Luego el RangA = Rang(A|b) y el sistema es compatible
indeterminado. Tenemos que

ar +ay = a
ay +az = a
az = a’*—at
t=1
y usando la regla de Cramer
a a 0 2
1 —at
r=— a a a |=—[a*+a*(a®—at)—a’] = L a—t; ... ete
a® | o a3 a
a“—at 0 a
Consideramos el menor de orden 4 de la matriz ampliada
(A]b)
a —a 0 a
D 1 2 3 4 0 a —-a —a|
1235)( |0 0 a a* |
—a 0 0 a?
a —a —a —a 0 a
al0 a @ |+a| a —a —a|=d"+a(a*)=2d"#0.
0 0 a2 0 a a?

Luego el sistema es imcompatible U



4 C. RUIZ

DEPARTAMENTO DE ANALISIS MATEMATICO Y MATEMATICA APLICADA, FA-
CULTAD DE MATEMATICAS, UNIVERSIDAD COMPLUTENSE, 28040 MADRID, SPAIN
Email address: Cesar_RuizOmat.ucm.es



