ALGEBRA LINEAL.

Subespacios de Dimensién Maxima en R”.

Sea S C R™ un subespacio vectorial propio de R", es decir un subes-
paco tal que S # R"™. La mayor dimension que puede tener S es n — 1.
Sea

S = L[Ul, U, ..., un,l].
donde {uy,...,u, o} forman una base de S. Tenemos S determinado
por una base.
., Cémo podemos encontrar unas ecuaciones implicitas para S 7
Siz € S, existen escalares \q, ..., \,,_1 de manera que
9 J ?
T
= )\1'11,1 + ... + )\n,lun,l.
:L'n
Asi los vectores x, uq, ..., u,_1 son linealmente dependientes, por tanto

su determinate es nulo:

T1 U1 Ugp - Up—171
To U2

O=|zuy...upq| =1 . =
Tn ul,n u2,n unfl,n

desarrollando por la primera columna

& - 12 v i—1i4+1 -+ n
1)+l _
Yot (s g )15

11 + Ao + ..... + anx, = 07

es la tnica ecuacién implicita de S.
Ejemplo 1. Sea S = L[(-3,1,-2),(2,1,1)] C R3.

Demostracion: Vamos a calcular unas ecuaciones implicitas para S.
1



2 C. RUIZ

Si (z,y,z) € S, entonces
("L‘a Y, 2) = /\1(_37 17 _2) + )‘2(27 17 1)

o equivalentemente

r = —3A +2)\ T -3 2
y = Mt & y =X 1 |+Xx]|1
z = =2M+ X T -2 1

Como estos tres vectores son dependientes, tiene que ocurrir (y es equi-
valente a lo anterior) que
r —3 2
0=y 1 1|==x
z —2 1

11
9 1| Y

-3 2
‘_2 1‘+z

-3 2
1 1

3r — 1y — 5z.
Asi
S={(z,y,2) ER® : 3x —y—52=0} O

Ejemplo 2. Rectas en R? ( rectas vectoriales).

Demostracion: Consideramos v = (vi,v2) € R? y la recta r que

define en el plano:

F1GUurA 1. Recta Vectorial.

r={(z,y) €R* : (z,y) = \v, con A € R}

Los puntos de la recta verifican también que

r U
Yy Vg

O:

= V2 — V1Y.

La ecuacién
vox — v1y = 0

es la ecuacion implicita de la recta r U
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Ejemplo 3. Planos en R® ( planos vectoriales).

Demostracién: Consideramos v = (vy,v9,v3),w = (wy, wq, w3) € R3

y el plano p que define en el espacio:

[
v
i ®
W {wy,k)s }1”’*51"”

FIGUuRrRA 2. Plano Vectorial.

p:{(:v,y,z)ER3 D (z,y,2) = AMu+ g, con A\, A €RY

Los puntos del plano verifican también que

r U1 W
O0=|y v we |=ax+by+cz.
Z V3 W3
La ecuacion

ar+by+cz =0

es la ecuacién implicita del plano p 0
Ejemplo 4. Rectas en R* ( rectas afines).

Demostracién: Consideramos v = (vy,v9),p = (p1,p2) € R? y la
recta r del plano que pasa por p con direccion v:



ﬂ‘w: W e th)
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S @0 00)

bt

F1icurA 3. Recta Afin.

r={(z,y) €R? : (z,y) =p+ v, con A € R}

Los puntos de la recta verifican también que

r—p v
Y—Dp2 U2

= V9T — V1Y + (Vip2 — p1v2).

La ecuacién
ar —by =c
es la ecuacién implicita de la recta r O

Observacion 1. La ecuacion de la recta que pasa por dos punto p =
(p1,p2),q9 = (q1,q2) € R? viene dada por la ecuacion:

_| TPt &1 — P
Yy—p2 92 —pP2

Ejemplo 5. Planos en R® ( planos afines).

Demostracion: Consideramos v = (vy,v9,v3),w = (wy, we, ws),p =
(p1, 2, p3) € R3 y el plano P del espacio que pasa por p y con vectores
directores v y w:
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Lﬂ*ﬂ‘ @) Lphﬁ”} 3 E'Jlr}lf'l' 1?1 W

e I

FIGURA 4. Plano Afin.

P:{(a:,y,z)ER3 C(,y,2) =p+ AMv+ Ay, con A, A € R}

Los puntos del plano verifican también que

r—p1 V1 w
O=|y—p2 vy we |=ar+by+cz+d.
Z—Pp3 U3 Ws
La ecuacion
ar +by+cz=d

es la ecuacién implicita del plano P O

Observacién 2. La ecuacion del plano que pasa por tres punto p =
(p1,D2,D3), ¢ = (q1,q2,G3),t = (t1,12,t3) € R3 wviene dada por la ecua-
cion:
T—p1 1 —p1 ti—p
O=]Yy—p2 @2—p2 t2—p2
Z—ps q3—DPs t3—D3
Las ideas de la solucién de un sistema compatible indeterminado nos
permiten encontrar las ecuaciones implicitas de subespacios de menor
dimensioén.

Observemos que si
S = L[vy, vg, ...ux] CR™

con k < m y vectores independientes, entonces
a1 V1,1 Vg1
r=(r1,....,epm) €S & : =\ : +o A

Tm V1,m Vk,m
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Como vectores {v;} son k vectores independientes, algun menor de

orden k serd no nulo; pongamos que es por comodidad

V1,1 Uk
£0.

ULk Uk, k
Entonces los siguiente m — k (dimensién complementaria a la de 9)

menores de orden k£ + 1 tendran que ser nulos

X1 V1,1 s Uk
#0 para todo i=12..,m—k.
Ty U1,k Vg k
Thtj  Ulk+j Uk k+j

Esto nos da m — k ecuaciones, que son las ecuaciones implicitas de S.
Ejemplo 6. Rectas en el espacio R?.
Demostracién: Consideramos v = (vq,v9,v3),p = (p1,p2,p3) € R y

la recta r del espacio que pasa por p con direccion v:

r={(z,y,2) €ER® : (z,9,2) =p+ v, con A € R}.

Si vy # 0, los puntos de la recta verifican también que

r—p1 V1| _ 0
Yy—Dp2 U2
y que
r—p1 V1| _ 0
-
Z—P3 U3
dos ecuaciones que nos dan las ecuaciones implicitas de la recta r U

Ejemplo 7. Consideramos el plano de R*
S = L[(1,0,0,2),(0,1,1,3)].
queremos encontrar una ecuaciones implicitas.

Demostracion: S lo podemos escribir como

S={(z,y,z,w) €R* : =)\ + Ao

S e 8

N OO =

W = = O
—
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Como (1] (1] ’ # 0, entonces las ecuaciones
z 1 0
y 0 1|=2z—y=0
z 01
y
xr 1 0
y 0 1|=—2r—-3y+w=0
w 2 3
son las ecuaciones implicitas del plano S 0
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