ELEMENTOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

E.D.O. LINEALES HOMOGENEAS DE COEFICIENTES
CONSTANTES. SOLUCIONES EXPLICITAS.

En el caso de E.D.O. lineales de coeficientes constantes es posible dar
con las soluciones explicitas. Comenzamos viendo como se calcula una

base de soluciones para el problema homogéneo.

Definicién 1. Dada una E.D.O. lineal homogénea de coeficientes cons-

tantes:
Y () + anay" V() F oo+ ary)/ () + agy(t) =0,

con ag, Ay, ....,a,_1 € R, se llama ecuacion caracteristica asociada

ala E.D.O. a la ecuacion polinomica:
A 4y A N 4 a )+ ag = 0.
Al polinomio \* + ap_ 1 A"t + ... + e\ + ag, se le llama polinomio

caracteristico.

El nombre de ecuacién caracteristica es conocido. Esta ecuacion
sirve para calcular los autovalores de una matriz. Al final del tema

veremos el por qué de esta coincidencia, que no lo es.

Teorema 1. Sea una E.D.O. lineal homogénea de coeficientes cons-

tante:
YV () + anay" V() F o+ ary) () + agy(t) = 0.

Si A es una solucién de la ecuacion caracteristica, entonces y(t) = e

es una solucion de la E.D.O.

Demostraciéon: Tomando la funcién y(t) = e* y derivando:
y(t) = e
y(t) = et
v = A
ahora entrando en la ecuacién
y")(t)—|—....+a1y’(t)+a0y(t) = A\"eMta, NN+ a M +age™ =
M 4 @y N aAFag) =0
1



2 C. RUIZ

donde la ultima igualdad se da por ser A una raiz de la ecuacién carac-

teristica O

Corolario 1. Si A\, Ao, ...., A, son n raices distintas de la ecuacion
caracteristica
AN 4y N L adt+ay=0
de la E.D.O. lineal homogénea
YO () + any™ V() + oo+ ary/ (t) + aoy(t) = 0,
entonces la solucion general de la E.D.O. es
y(t) = KieM' + Koe™? + .+ Kyt
donde K1, K, ...., K,, € R.

Demostracion: Por el Teorema anterior sabemos que las funciones

eht ettt ernt

son soluciones de la E.D.O. Por lo visto dos lecciones
atras, estas funciones son linealmente independientes. Por otro lado el
Teorema de Estructura nos dice que la dimension de S, el subespa-
cio vectorial de las soluciones de la E.D.O., es precisamente n. Luego
{eMt et eMt ) forma una base de S. Asf todo y € S es una com-

binacién lineal de los elementos de la base
y(t) = KM+ Kye + .+ Kyt O

Lo que no podemos esperar es que una ecuacion polinémica tenga
tantas raices diferentes como su grado. Ni siquiera que sean reales. Asi

tenemos que:

Teorema 2. Sea una E.D.O. lineal homogénea de orden n y de coefi-

cientes constante:
Y () + anay" V() F o+ ary)/ () + agy(t) = 0.
St A1, Ao, ..., N\, son las raices distintas de la ecuacion caracteristica
N ap A" N Fay =0,
con multiplicidades s, so, ...., s, € N respectivamente, entonces
{ eMt et s teMt ettt et )

forma una base del conjunto de soluciones S de la E.D.O. y por tanto
la solucion general de la E.D.O. es

roosi—1

y(t) = Z Z Ki,jtje/\it,

i=1 j=0

donde K;; € R.
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Demostracion: La ecuacién caracteristica A\ +a, 1 A" ' +....+a A+
ag = 0, por tener grado n, tiene n raices (esencialmente esto es el Teo-
rema Fundamental del Algebra). Estas raices no tienen que ser iguales,
aunque la suma de multiplicidades

Por otro lado, sabemos que las n funciones
{ Mt o i=1,..,rj=01,..,5—-1}

son linealmente independientes. Si probamos que cada una de ella es
una solucion de la E.D.O. habremos terminado, ya que dimS = n
(Teorema de Estructura).

Para ver que las funciones {t/e*'} son soluciones de la E.D.O., nos

fijamos en que la ecuacién caracteristica se puede escribir como
(/\ — )\1)51 ()\ — /\2)82....(/\ — /\T)ST =\" + an_lz\”_l + ..+ (11)\ + ag = 0.

Vamos a detener aqui la prueba, para introducir una notacién que nos
permite descomponer la E.D.O. en forma similar a como hemos des-
compuesto el polinomio caracteristico y que nos va a permitir concluir
la demostracion 0J
Vamos a escribir
Dy =1
En particular podemos ver D como una aplicacion que transforma una

funcién en su derivada. De forma precisa

Definicién 2. Sea C™([ty,1s]) el espacio vectorial de las funciones n
veces derivables sobre el intervalo [ty,1s]. Se definen las siguiente apli-

caciones lineales

A:
D : C™[t1,ts]) — C([t1,ta])
Y — Dy = vy
B: Sea a € R,
D—a : C™([ty,t]) — C([t1,t2])
y - D—-a)y = ¥y —ay’

Ejercicio 1. Prueba que efectivamente D y D — a son aplicaciones
lineales.

Notacién: Teniendo en cuenta la composicion de aplicaciones escribi-
mos
D’=DoDoDo.... oD (j — veces).

Asi, Diy = 7, la j-ésima derivada. Ademds notamos

(D =a)(D =) =(D—-a)o(D—p)
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Ejercicio 2. Prueba que, para todo o, 5 € R (0 C), se tiene que

= (D=a)(D=pB)y=(D-B)(D—a)y, para todo y € C"([t1,t2]);
» (D —a)*y = D*y — 2aDy + oy, para todo y € C"([t1,1a]).

n ~/n\ .
(D —a) y=2( 2 >a "Dy,
k=0
para todo y € C"([t1,t2]) (usa induccion,).

Con esta notacion, podemos reescribir la E.D.O lineal de orden n.
Dada

Y (1) + an 1y V() + oo+ ) () + agy(t) =0

se puede escribir por como

D"+ an 1 D" 'y + ...+ a; Dy + apy =
y por linealidad

(D™ + ap, D" '+ ...+ ay D+ ag)y = 0.
Como la ecuacién caracteristica se puede descomponer de la forma

AN 4 a, AN o) Fap =
A=A (A= X)) (A= \) =0,

usando el Ejercicio anterior se pruede escribir que
(D" +ap 1 D" A arD4ag) = (D — M) (D —X)*2....(D— \.)*".

El algebra de los polinomios en ”\” es igual a la que tenemos con las
expresiones en ” D”.

Demostracion: (continuacién de la prueba del Teorema 2.) Si y es
solucion de la E.D.O.

(D —=X)* =0,
entonces también es solucién de la E.D.O.
(D = M)* (D — Ag)*2....(D — \,)* =0,

ya que por la propiedad conmutativa que hemos visto en el Ejercicio 2
podemos escribir

(D"—!—an,anfl—|—....—|—a1D—|—a0)y = (D—)\l)sl (D—)\Q)SQ....<D—/\7.)ST:I/ =

(D — )\1)81...(D — )\S_l)si_l(D — /\5+1)Si+1....(D — )\T)ST(D — )\Z)Sly =0.

)\ﬂf’ tekit’

Ya solo nos queda ver que {e ., ti7eMt) son s; soluciones

de la E.D.O.
(D — /\i)sly = 0

Esto ultimo lo vamos a hacer por induccién sobre s; € N.
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» Si 5; = 1, entonces claramente e’ es solucién de la E.D.O. de

primer orden

(D —X\)y=0.
» Supongamos que {eM?, tetit| ... t5i72eMt) son s; — 1 soluciones de
la E.D.O.
(D—=X)" 'y =0.
= Como

0=(D—=X\)"y=(D=X)(D—=X)""y=(D-X)""(D =Ny,

{erit terit, . t572eMit} son soluciones de esta E.D.O de orden s;.
Ademas

(D = N)* (5 eMt) = (D — \)* 1D — \) (et =
(D — \)5 (D5t eMt) — Nt tehit) =
derivando
(D — )\i)sifl( (Si _ 1)t5¢726>\¢t ) — (S'i _ 1)(D _ )\i)srl( tsi*ze)‘it ) — O,

donde hemos usado la linealidad de las aplicaciones y en la ultima
igualdad la hipétesis de induccién 0

Ejemplos 1. v iy’ — 3y + 2y = 0. Su ecuacion caracteristica es
M —3A+2=A-1)(A-2) =0,

que tiene a A = 1 y A = 2 por raices simples. Por tanto la
solucion general de la E.D.O. es

y(r) = Kie* + Kye* para Ky, Ky € R.
w 2 (t) — 2/ (t) = 0. Su ecuacidn caracteristica es
NMoA=AN2—1) =AA— 1A +1) =0,

que tiene por raices simples a A =0, A =1 y A = —1. Por tanto

la solucion general de la E.D.QO. es
x(t) = Ky + Kye' + Kze™* para Ki, Ky, K3 € R.
w " —3y" + 3y —y = 0. Su ecuacidn caracteristica es
M3 43N -1=\-1)?>=0,

que tiene a X = 1 por raiz de multiplicidad 3. Por tanto la solu-

cion general de la E.D.QO. es

y(t) = Kie' + Kote' + Kst?e! para K, Ky, K3 € R.
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Lema 1. Sea una E.D.O. lineal de orden n y coeficientes constantes
Y () + a1y V() + ... 4+ a1y () + aoy(t) = 0.

St A1, ..., \r son las raices distintas de la Ecuacion Caracteristica con
multiplicidades sy, ..., s, respectivamente, asi

Y () + any" V() + o+ ary/ () + agy(t) =0 &
i=1 (D = X)>y(t) = 0,
entonces el cambio de variable
y(t) = eMz(t)
transforma la ecuacion en

(D= (N = N)Tz(t) = 0.

Demostracion: Ejercicio Il

., Que ocurre si las raices de la ecuacion caracteristica son nimeros
complejos? Lo vemos en la siguiente leccion.
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