SOLUCION DE LA E.D.O. LINEAL DE SEGUNDO
ORDEN CON COEFICIENTES CONSTANTES NO
HOMOGENEA

Dada la E.D.O. no homogénea
2'(t) + a1 (t) + azx(t) = f(t) (1),

encontrar la soluciéon general de esta ecuacion, con lo que ya sabemos,
se reduce a encontrar una solucion particular. Vamos a presentar tres
modos de hallar esta solucion particular.

1. Usando la Transformada de Laplace. Es un método alternati-
vo que nos permite resolver el problema de Cauchy asociado a la
ecuacion (1). Este procedimiento lo veremos en el tema siguiente.

2. Usando el método de Variacion de las Constantes. Teori-
camente siempre funciona, pero puede ser un poco largo.

3. Para ciertos términos independientes ” f”se puede ensayar cier-
to tipo de soluciones particulares.

Los tres métodos los vamos a ver en orden inverso a como los hemos

presentando. Veamos el método de ensayo.

Proposicién 1. Si el término independiente f de la E.D.O. (1) es del
tipo

f(t) = e™[P(t) cosbt + Q,(t) sen bt
donde P, y Q) son dos polinomios de grados | y q respectivamente,

entonces una solucion particular yo de la ecuacion (1) es del tipo
yo(t) = t"e™ /]5;(15) cos bt + @;(t) sen bt]

donde ﬁ; Y @; son dos polinomios de grado k = max{l,q} y donde r
es la multiplicidad de la raiz A = a+ bi de la ecuacion caracteristica de
(1) (A2 4+ a1\ + as = 0). Esta multiplicidad r solo puede ser 0,1 o 2.

Observemos que si a + bi no es raiz de la ecuacién caracteristica,
entonces r = 0. Siloesy b # 0, entonces r = 1. Si b = 0 y a es raiz,
entonces r = 1 o r = 2. Es posible también que algunos elementos de
los que aparecen en la definicién de f sean nulos, como P, o ;. O que
sean de grado 0 y se reduzcan a constantes.

Veamos algunos ejemplos de como se aplica la proposicion anterior.

Ejemplo 1. Dada la ecuacion y" —y' — b5y = 1, vamos a encontar una
solucion particular.
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Solucion: En este caso f(t) = 1 (es decir, a =0, b =0, B, =1y
@y, = 0; ademéds 0 no es raiz de la ecuacién caracteristica). Tenemos
que ensayar una solucion del tipo yp = A constante. Asi entrando en

la ecuacién diferencial

—1
—5yo =1 =Y =7

Ejemplo 2. Dada la ecuacion y” +4y = 3senx, vamos a encontar una

solucion particular.

Solucion: En este caso f(t) =3senx (es decir,a=0,b=1, =0y
Q, = 3; ademds i no es raiz de la ecuacién caracteristica A? + 4\ = 0).
Luego la proposicién anterior nos pide ensayar una solucién particular
del tipo

yo(z) = Asenx, yo(x) = Acosz y  yi(z) = —Asen.
Entrando yg en la ecuacién diferencial

—Asenx + 4Asenx = 3senuz;

se deduce que A = 1y por tanto yo(z) = senz es la solucién particular
buscada.

Ejemplo 3. Dada la ecuacion x” + a1x’ + asx = cosbt, vamos a en-
contar una solucion particular. Al hacerlo de modo genérico, vamos a
dar una prueba de la proposicion anterior en el caso particular de que
f(t) = cosbt.

Solucton: Nos van a salir dos casos.
Si i no es raiz de la ecuacién caracteristica. En este caso
probaremos una solucion particular del tipo
yo(t) = Acosbt + Bsenbt

yo(t) = —Absen bt + Bb cos bt
Yy (t) = —Ab? cos bt — Bb? sen bt
Asi, entrando en la ecuacién diferencial con y, tenemos que
b*(—A cos bt— B sen bt)+ba; (— A sen bt+B cos bt)+ay (A cos bt+ B sen bt) = cos bt
simplificando y reordenando
(=b*A 4 bay B + azA) cos bt + (—b*B — ba; A + ayB) sen bt = cos bt.

De esto se deduce que

(*) ((lg—b2>A + balB
—balA + (ag—b2)B = 0.

Il
—
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Este sistema, con incognitas A y B, tiene solucién unica ya que el

determinante de los coeficientes

(**) (CLQ — b2) ba1

by (ag— ) | = (a2 V) (ba)* # 0

Lo que nos permite hallar A y B y por tanto la solucién particular g
buscada.
El determinante (x%) no es nulo ya que si lo fuese tendriamos que

as — b* =0y que ba; = 0. Y tendriamos que
(bi)? + a1 (bi) + as = (as — b?) + arbi = 0,

luego bi seria una raiz de la ecuacion caracteristica jque no es el caso!

Si bt es raiz de la ecuacion caracteristica. En este caso
Mt a X+ ay = (A —bi)(\+ bi) = N2 + b

por tanto a; = 0 y as = b?. Ahora entrando en la ecuacién con una
solucién particular del tipo

yo(t) = t(Acosbt + B senbt)

se llega a un sistema parecido a (%) que tiene solucién tnica (hay que
tener en cuenta que a; = 0y ag = b?).

Ejemplo 4. Dada la ecuacion y' —4y'+4y = 2e* +%, vamos a encontar

una solucion general de esta ecuacion no homogénea.

Antes de resolver el problema vamos a ver un resultado que nos

permite simplificarlo.

Proposicién 2. §i tenemos una E.D.O. del tipo

2(t) + ara'(t) + aza(t) = Y anfalt)  (3)

donde o, € R para todon = 1,2,..,N, y si para cada n encontramos
una solucion particular y, del problema

2" (t) + a2’ (t) + agx(t) = fu(t),

N
entonces yo(t) = Zanyn(t) es una solucion particular del problema
n=1

(3)-
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Demostracion:

(Zanyn@)) +a <Z anynu)) +as (Zanm)

S an(y(t) + ar(t) + azpa(t) = 3 anfulH0

Solucion: Empecemos con el iltimo ejemplo. La ecuacion caracteristi-
ca de la ecuacion homogenéa es

0=MN—4r+4=(A—2)%

Luego A = 2 es una raiz real doble. Asi la solucién general de la ecuacion

homogénea es
x(t) = Ae* + Bte* A,BeR.
Ahora vamos a encontrar una solucién particular para cada uno de
los problemas no homogéneos
. y”—4y’+4y=€2t y
w oy — 4y + 4y =t
En el primer caso, como a = 2 es una raiz doble de la ecuacion

caracteristica , ensayamos una solucion particular del tipo
y(t) = PKe* o (t) = 2tKe* +1°2Ke* vy o/ (t) = 2Ke* +-8tKe*' +t* 4 Ke*,

y asi entrando en la ecuacion

2K e* + 8tKe? + 4K e — 4(2tKe* + 122K e) + 4(t* Ke*)

— 2K€2t — th
de lo que deducimos que K = 3 y pot tanto y;(t) = %e%.
En el segundo caso, como a = 0 no es una raiz de la ecucacion

caracteristica , ensayamos una solucién particular del tipo
ya(t) = Knt + Ky () = Kiy g5(t) =0,
y asi entrando en la ecuacion
—AK; + 4Kt + Ks) = 4Kt + (4K, — 4K,) =t

de lo que deducimos que K; = }l y que Ky = ;11 y por tanto ys(t) =
1y 1
4" T

De la proposicion anterior tenemos que

1 1 1
Yo(t) = 2uy1(t) + §y2(t) = t?e” + gt + 3
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es una solucién particular del problema y" — 4y’ + 4y = 2e* + L. Y su

solucion general es

11
y(t) = t2e* + stz Ae® + Bte* A BeR.
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