ALGEBRA LINEAL.

Aplicaciones Lineales. Introduccion.

En un curso de Célculo Elememtal se estudian funciones de una

variable real
f:R—=R.

Las mas sencillas de estas funciones son las que tienen por graficas
rectas

y= f(x) =ax+b.

Ademas se estudia que si la funcién f : R — R es derivable en x = a,

entonces

f(x) ~ f'(a)(z — a) + f(a) (la recta tangente) si T~ a.
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FiGurA 1. Aproximacion lineal de una gréfica.

Para hacer modelos en distintas ciencias se necesitan otras funciones

definidas sobre R™ y que toman valores en R™.

Ejemplo 1. Las funciones
f R3 — R

($,y,$) — f($,y,$)
1



2 C. RUIZ

{"ljt?-)

J

x
FIGURA 2. A cada (x,y, z) le corresponde el escalar f(z,y, 2).

son llamadas potenciales en Fisica.

Ejemplo 2. Las funciones
F o R3 — R3
(x,y,x) — F(x,y,x)
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F1GUrA 3. A cada (z,y, 2) le corresponde una fuerza F(z,y, z).

son llamadas campos de fuerzas en Fisica.

Entre este tipo de funciones entre espacios vectoriales
F:R" - R™,
las llamadas Aplicaciones Lineales son las mas sencillas. Ademas,

para cualquier otra funcién F, si es "derivable” (en algun sentido), la

funcién F' se puede aproximar por una funcién lineal (como en el caso
n=m=1).

Ejemplo 3. Funcién de coste. Una tienda vende n productos a los
precios a; por unidad de producto i = 1,2,...,n. ;Cudl es el coste de
adquirtr x; unidades de los productos i =1,2,...,n ?
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Demostracion:
f R™ — R
(1,2, ) = fz1, o mn) = Db @
Esta aplicacién es de tipo lineal (como veremos). Si n = 1, entonces
f(zq) = a124 O

Ejemplo 4. Sea A € M,,«,, y definimos la aplicacion
T - R™ —- R”
r=(ry,z.., 0, — T(x) = Az

Demostracion: Observemos que de las propiedades del producto de

matrices se tiene que:

Tx+y) =Alx+y)=Ax+ Ay =T(x) + T(y)

T(A\z) = A(Az) = Nz = NT'(z)
para todo z,y € R™ y todo A € R O
Ejemplo 5.

f RZ = R3
(z,y) — flzy) = (2r+y,0,2y+2).

Demostracion: en este caso vemos que

2 1
flz,y) = 2r+y,0,2y+2)=|( 0 0 (x) O
1 2 y

Definicién 1. Sean V y W dos espacios vectoriales. Una aplicacidon
V=W

se dice que es una Aplicacion Lineal si para todo v,u € V y para
todo A\, B € R se verifica que

flotu) = fv)+ f(v).

f(w) = Af(v)

= y en general
Ao+ Bu) = Af(v) + Bf(u).

Ejemplo 6. = Tomamos R™ un espacio vectorial de dimension n.
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= Tomamos R un espacio vectorial de dimension 1.

Definimos:
f R™ — R
(21,2, ) = flz1, ., 2n) = Db 4.

donde ay, ...,a, € R son valores conocidos. f es una aplicacion lineal.
ai T

Observemos que si a = : Yy = , entonces
Qn Tn

ai

fz) =< a,z >= (x1,...,x,)
an

Demostracion: Para x,y e R" y A\, € R

fOx+ B8y) = fF(Az1 + Byt ooy AT + Byn)) =
Zai(kxi + By;) = Zai)\xi + a;By; =
=1 i=1

)\Zalxﬂ—ﬁzazyzZ)\f(x)+5f(?/) O
1=1 =1

Ejemplo 7. Se considera la aplicacion
f - R3 — R3
(#,y,2) = [flz,y,2) = (z+yz+zy+a)

f es una aplicacion lineal.

Demostracion: Obsevemos que f se puede escribir de forma matricial

por
0 1 1 T T
f(x,y,z) = 101 ) =A Y
1 10 z z

Ahora, A € M35 y por las propiedades de la multiplicacion de matri-
ces, para todo v,u € R? y para todo )\, 3 € R se sigue que

fv+ pu) = A(Mv + pu) =
MV + AU = Af(v) + Bf(u).

Podemos observar que en esta demostraccion no importa quien sea la
matriz particular A O
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