ALGEBRA LINEAL.

Foérmula de la Dimension.

Ya estamos preparados para dar la Férmula de la Dimension. Ve-
remos como esta férmula nos permite determinar la dimensién de las

soluciones de un sistema compatible indeterminado.

Teorema 1. Sea f : V — W wuna aplicacion lineal. StV estd finita-

mente generado, entonces

dimV = dimKerf + dimImf.

Demostracion: Pongamos que n = dimV'. Kerf es un subespacio de

V', por tanto le podemos encontrar una base
Kerf = Llvq, ..., ug], con k<n.

Ponemos encontrar vectores w1, ..., 4, hasta completar una base de
V', es decir
V= L[Ul, ey Uy Ui 1y -eeny ’U,n]
El subespacio generado por los vectores w1, ..., u, es complementa-

rio a Kerf. Claro si uw=>_"_, | \ju; # 0, entonces

fu) # 0,

ya que en otro caso u perteneceria a Kerf, asiu =) ., \v;. Entonces

n k
Z )\juj — Z )\{U,’ = 0,
=1

j=k+1
lo que contradice la independencia de los vectores de la base de V.

Veamos ahora que

Imf = L[ f(urs1), s fun) .
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2 C. RUIZ
Claramente L[ f(ug+1), ..., f(un) ] C Imf. Ahora si w € I'mf, existe

U_ZMZJF Z Ay € V

j=k+1

de modo que f(v) = w. Como

=F0Y" Nu) = Y NS () € L[ f(upia), o, flun) ]

j=k+1 j=k+1

Observemos que dimL| f(ug41), ..., f(un) ] = n—Fk. Si no fuese asi, los
vectores f(ug41), ..., f(uy) no serfan linealmente independiente. Podriamos
encontrar Agi1,..., A\, € R, no todos nulos, de modo que

O—Z)\fuj Z)\u]

j=k+1 j=k-+1

luego Z;L:k 1A f(uj) € Kerf lo cudl no es posible como vimos arriba.
Asi{ f(ugs1), ..., f(uy,) } forman una base de I'm f. Por tanto dinImf =
n — k. Ahora ya podemos comprobar que

n=dimV =dimKerf + dimimf =k + (n — k) O
Ejemplo 1. FEl espacio vectorial V3 lo tenemos dado por dos bases
V3 = Lluy, ug, us] = Llvy, ve, vg].
Tenemos la aplicacion lineal f : V3 — V3 que transforma:
flw) =vi+vs,  flu) =2v1—vy, y  flug) =v2— 03
Vamos a investigar este endomorfismo.

Demostracion:

a) La matriz de la aplicacién referida a las bases {uj,us,us} y
{v1,v9,v3} serd la siguiente. Si

3 3
u= Z e,y flu) = Z Mk Vk;
k=1 k=1

entonces

fwy=|{ n |=10 -1 1 A2
R 1 0 -1 )\3
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ya que
3

flu) = Z Akf(ug) = Ai(v1 +v3) + A02(v1 — v2) + Az(vg — v3) =
k=1
()\1 + 2)\2)1}1 + (—)\2 + )\3)?)2 + ()\1 — )\3)1}3 =

MU + M2v2 + N303.

Asi

m = A+ 2 M 1 2 0 A
{m = —dt+t)s < m |=10 -1 1 Ao

ns = )\1—)\3 UR] 1 O —1 )\3

Observemos que las columnas de esta matriz son las coordenadas
de f(uy), f(uz) v f(us) referidas a las base {vy, vq, v3}.
= Ahora

Kerf ={(A,A2,A3) : f(A1, A2, A3) =0}

Los elementos de Kerf son por tanto las soluciones del sistema

O - )\1 + 2)\2 0 - )\1 -+ 2)\2 0 = )\1 + 2)\2
0 = =X+ )\3 ~ 0 = =X+ )\3 <~ 0 = —X+ )\3 .
0 = )\1 - >\3 0 = —2)\2 - )\3 0 == —3)\3
Este sistema tiene una tnica solucion A\; = Ay = A\3 = 0. Luego
Kerf ={0}.

Esto quiere decir que f es inyectiva.
s Como dimKerf =0, la férmula de la dimensién nos dice que

dimV =3 = dimImf.

De esto deducimos que la aplicacion f es suprayectiva. Por lo
tanto f es biyectiva. Asi f es un isomorfismo de un espacio en
si mismo (un automorfismo; aunque los nombres no importan
mucho) O
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