ALGEBRA LINEAL.

Determinante de un Producto.

El desarrollo por filas o por columnas de un determinante es un
caso particular del llamado Teorema de Laplace. Veamos que dice este

teorema.

Definicién 1. Dados una matriz A = (a;;) € M,, k € N, con k <mn,
y elegidas py1,po, ..., pr filas vy q1,qa, ..., @ columnas:

A) llamamos menor de orden k formado por las k filas y columnas
anteriores a la matriz de orden k

Aprgr "7 Qprg; "0 Qpygy
P P2 o Dro\ _ '
D .. - Apiqr "0 Opg; "7 Opggy
@1 G2 Ak )
Apeyqr " Oprg; 0 Oprge

Este menor se ha obtenido por eliminacion de n —k filas y n —k

columnas.
B) Al menor de orden n—k D ( T2 Tk ), dondery, ..., rn_k
S1 S22 v Sp—k
son las filas y S1,...., Sp_x las columnas eliminadas en
D p1 p2 - Dk
@ 92 - Gk
se le llama menor complementario.
C) A
(_1)p1+p2+...+pk+q1+....+qkD rn Tro o Th—k i A P1 D2
Sl 82 ... Sn_k notacion ql q2
se le llama adjunto del menor D Pr Pz =vt Pr )
@ 92 Gk
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1 2 3 4
. | 5 6 7 8
Ejemplo 1. Sea la matriz A = 9 10 11 12
13 14 15 16
L 23\ (6 7
Demostracion: D | 3 )=V 11 )7

2030\ _ L q\234143 LdayN_(1 4
A<2 3)_(1) b 1 4) \ 13 16 =

Observemos que D < ; > = Qjj; y que A ( ; ) = Ay, el

adjunto de la entrada a; ;.

Observacion 1. Si |A| es un determinante, el menor de orden k for-

mado por D pr P2t Dk
91 492 - Qi

D p1 P2 - Pk
91 492 - gk

Se entiende como adjunto

, se entiende como el determinante

Al Pr P2 0 Pk = (—1)prterttpetateta
g1 492 - gk

Teorema 1. (de Laplace) Sea A = (a;;) € M, y sea k € N con

k < n. Fijadas p, ....,py filas (o columnas), entonces el determinante

|A| es igual a la suma de los productos de todos los determinantes de
menores de orden k, que continen las filas elegidas, con los determiantes
de sus adjuntos, es decir

q1<q2<...<qp 4 42 - Gk G G
1 2 3 4
i 5 6 7 8
Ejemplo 2. Sean A = 0 10 11 | 2y =3,
13 14 15 16

Demostracion: El desarrollo del determinante de A en menores de
orden 2 fijadas las filas 2 y 3 es

P13l (3 )P (350 5)
(D) (3l (3 3)

Al =

Ty Ty e Tpo
D(l 2 n—k

S1 S2 c Sp—gk

)|
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Como se ve en el ejemplo anterior, no es muy practico para el cdlculo
de determinante el método de descomposicién de un determinante co-
mosumade productos de menores de orden k para k£ > 1. Sin embargo
el Teorema de Laplace se usa para probar el siguiente que si es muy
util.

Teorema 2. Si A, B € M,, entonces
|AB| = |A[|B].
Como corolario tenemos que:

Corolario 1. Si A € M,, es invertible, entonces

1
A=

Demostracién: Primero |[AA™!| = |I| = 1. Ahora usando el Teorema
[AATY = |A][A7Y].

Usando ambas cosas y despejando

1
[Al[AT =1 = A= O
|A]
Demostracion: (del Teorema)
@11 o Q1p b1,1 T bl,n
[AlBl =1 : =
Qp1 *°° QApn bn,l T bn,n

usando el Teorema de Laplace, con un desarrollo de las n primeras filas

a v Qig 0 e 0

pi - Qg 0 Cen 0 _
-1 ... 0 b171 - bl,n o
0 -1 bn,l e bn,n
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eliminando los a; ;

0 -+ 0 > jargber - Dp_jaiibn
az1 -+ Q2 0 . 0
ap,1 - Gpp 0 0 = ... =
-1 ... 0 bl,l e bl,n
O —1 bn,l ttt bn,n
0 - 0 > iaikbey -0 D aikbin
0 T 0 Zzzl an,kbk,l e Zzzl an,kbk,n —
-1 ... 0 bl,l e bl,n
0 —1 bn,l te bn,n
0[AB|
-] B

usando el Teorema de Laplace y desarrollando por la n primeras filas
|AB|(_1)(1+2+...+n)+((n+1)+(n+2)+....+2n))| . I| _
[AB|(-1)® (=) = [AB] O
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