AMPLIACION DE MATEMATICAS

LA TRANSFORMADA DE LAPLACE.

La Transformada de Laplace es un mecanismo para transformar
funciones reales de una variable real. Este proceso es especialmente
util para resolver E.D.O. lineales de segundo orden, asi como sistemas
lineales de E.D.O. (como los que pueden aparecer en los circuitos
multimalla).

Definicién 1. Dada una funcion f : [0,00) — R se llama Trans-
formada de Laplace de f a la funcién Lf : [0,00) — R definida

por
Lf(s) :/ f(t)e *tdt
0
para todo s > 0 donde la integral anterior exista.

Vamos a ver como se calculan las transformadas de Laplace de las

funciones mds ’corrientes’.

Ejemplo 1. Sea f(t) = 1, la funcion constantemente igual a 1. Su

transformada de Laplace es

0

., a1 1
=lme ™ 4+ - =—
0 t—oo S S

0 e—st
Lf(s) = / e tdt =
0

—S

Ejemplo 2. Sea f(t) = t. Usando el método de integracion por parte
vemos que su transformada de Laplace es

1 [~ 1
N +—/ etdt = .
0 s Jo 52

Ejemplo 3. Sea f(t) = e con a > 0. Usando el Ejemplo 1 vemos

e ] t —st
Lf(s) = / te=stdt =
0

—S

que su transformada de Laplace es

oo [o@) 1
Lf(s) = / etestqy — / elorargy - L
0 0 S+«
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Ejemplo 4. Sea f(t) = € conr > 0. Usando la integracidn por partes

y el Egemplo 1 vemos que su transformada de Laplace es

Lf(s):/ erte_Stdt:/ et
0 0

B e—(s—r)t

Este es un primer ejemplo donde vemos que no siempre existe la trans-

oo_{oo st s<r

1 .
0 — St s>T.

formada de Laplace o al menos en todo el dominio [0, c0).

Los ejemplos anterior nos sugieren el siguiente resultado.

Proposicién 1. Si existe la transformada de Laplace de una funcion
g y se define f(t) = e *g(t), entonces la transformade de Laplace de
fes Lf(s)= Lg(s+ ), para todo s > —a.

Demostracion: La prueba es hacer las cuentas de los dos ejemplos
anteriores.

Lf(s) = /OOO e “g(t)e *dt = /OOO g(t)e Gttt = Lg(s + o).

Como existe Lg(s) para todo s > 0, entonces si s > —a, se sigue que
existe Lg(s + a) = Lf(s)O

Ejemplo 5. Sea f(t) = sen(ft). Usando la integracion por partes dos
veces vemos que su transformada de Laplace es

Lf(s) = /0°° sen(ft)e ' dt = wts)e_%

_B [cos(ﬁt)e‘slt

OOO +§/0 cos(Bt)e *dt

OOO - g/ooo sen(ﬁt)e_‘gtdt}

_b_ i /OO sen((t)e *dLt.
0

s2 s2

S —S

Ahora despejando la integral que nos interesa
ﬂQ /oo L B
1+2 He dt = =
(1+ 32) i sen(ft)e =

Y ast

= st s B B
/0 sen(ft)e *"dt = 5_2<1 + E) T = TS

El ejemplo y la proposicién anteriores nos permiten calcular de forma
mas rapida los ejemplos que siguen.
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Ejemplo 6. Sea f(t) = cos(ft) . Usando la integracion por partes

vemos que su transformada de Laplace es

o0 t —st o0
Lf(s) = / cos(ft)e "t dt = cos(Bt)e™™ | oo é/ sen(fBt)e " dt
0 —S 0 s Jo
1 58 B S
s s§s824 2 824 B2
Ejemplo 7.
—at . 5 —at o S + «Q
Lle™* sen(B1)](s) = FETEEYE Lle™ cos(Bt)](s) = CET RN
Consideramos ahora las funciones hiperbdlicas
t_ ot
= senht = €% lseno hiperbdlico; y
t —t
= cosht = ¢ —;e el seno hiperbdlico.

» Observemos que senh’t = cosht y que senh” t = cosh’t = senh t.
Es fécil ver también que cosh®t — senh? ¢ = 1.
Para estas funciones, en el caso del seno hiperbdlico integrando dos
veces por parte como en el ejemplo 6 y procediendo después como en
los ejemplos 7 y 8 tenemos que

Ejemplo 8
Lisenh(B1)](s) = — f 7 Y Llcosh(pt)](s) = 5%52?
Lle=*"senh(ft)](s) = (s + an — B2 y L[e™" cosh(Bt)](s) = wﬁ

Otro resultado interesante para calcular transformadas de Laplace

es el siguiente.

Proposicién 2. Si f es una funcion para la que existe su transformada

de Laplace y estd es una funcion n-veces derivable en s se tiene que

Ll po)(s) = (T ey,

Demostracion: Probamos a continuacion el caso n = 1, después se

procede por induccion.

LItF(1))(s) = / Tt (t)etdi = / T

en ciertas condiciones (sobre la funcién f que verifican las funciones

que aparecen en mgemerla ocurre que

/ f(Hestdt] = (~1)(Lf) ()0

Usando este resultado, tenemos que
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Ejemplo 9.

Litsen(pt))(s) = 22 il

m LIt cos(5t)](s) = m

Todo la anterior y algo mas lo resumimos en la siguiente tabla de
Transformadas de Laplace que serda muy 1til sobre todo en el llama-
do problema inverso que se nos va a presentar un poco mas adelante.

TABLA DE TRANSFORMADAS DE LAPLACE

Las siguientes funciones tienen por Transformadas de Laplace las

funciones en s que figuran a su lado:

(1) Si f(t) = 1, entonces Lf(s) :%

(2) Si f(t) = sen(at), entonces Lf(s) = =2

(3) Si f(t) = cos(at), entonces Lf(s) = —

(4) Si f(t) = e, entonces Lf(s) = Sia

(5) Si f(t) = senh(at), entonces Lf(s) = 2%

(6) Si f(t) = cosh(at), entonces Lf(s) = ==

(7) Si f(t) = e “*sen(Bt), entonces Lf(s) = (s+a)+ﬂ2
(8) Si f(t) = e * cos(ft), entonces Lf(s) = @—20;62
(9) En general, dada f(t), entonces Lle=® f(t)](s) = Lf(s+a)
(10) Si f(t) =t", entonces Lf(s) = :jrrll)’ (%)

(11) Si f(t) =te ™, entonces Lf(s)= S+a)2

(12) Si f(t) = tsen(at), entonces Lf(s) = (52%:“;2)2

(13) Si f(t) =tcos(at), entonces Lf(s) = —(5522;;2)2

(14)

n _ n0"Lf(s)
14) En general, dada f(t), entonces LIt"f(t)](s) = (=1)" ===
(%) La funcién I es la funcién la funciéon Gamma de Euler. Esta funcién

se define por
[(p) = / P e dx
0
Es claro que I'(1) = 1. También se prueba que I'(2) = 1 y que I'(p+1) =
pl(p). Asi se deduce que para todo n € N se tiene que I'(n + 1) = n!
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