ELEMENTOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

SEGUNDA LEY DEL MOVIMIENTO DE NEWTON.

Observacién 1. En Fisica, una curva paramétrica v se ve como la
trayectoria de un movil. Asi se considera que el movil sobre el punto
v(t) de la curva lleva un direccion de movimiento igual a ' (t).
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FIGURA 1. Recta tangente a la curva ~.

Asi dada la trayectoria de un movil y(¢) se llaman

= vector velocidad a ~/(t);

= vector aceleracion a " (t).

La segunda ley de Newton del movimiento dice que el conjunto de
fuerzas (la resultante o suma de fuerzas) F' sobre un movil viene deter-
minada por

F(t) = m"(2),
donde m es la masa del movil.

En las siguientes péaginas se puede ver las nociones de curva pa-
ramétrica, recta tangente a una curva paramétrica, tangentes horizon-

tales y verticales...etc

TANGENTES A CURVAS PARAMETRICAS.
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La forma més general de representar un curva en el plano no es a
través de una grafica sino de una curva paramétrica. Sea una curva
paramétrica plana
f o Ja,b]CcR — R?
t = ft) = (L), f2(1))

donde las funciones fi, fo : [a,b] — R son funciones reales de una va-
riable real derivables. Si procedemos geométricamente, como hicimos
a la hora de justificar la derivada de una funcién, tomando f(to) y f(t)
dos puntos sobre la curva paramétrica y trazando la recta que los une,

tendremos la recta

_ [2(t) = fa(to) .
T(I) - fl(t) — fl(t0>< fl(tO)) + f2<t0)

FiGURA 2. Cuerda entre dos puntos de una curva pa-
ramétrica plana.

Si calculamos el limite de estas pendiente cuando ¢ tiende a t,

o B0 = folte) o) = alte)  t =ty

t—to f1(t) — fi(to) t—to t—1o fi(t) = fi(to)
L)~ fo(to)

= lfm — =t
ity J1®)—fi(to)”’
t—to
como f1 v fo son derivables y si ademas fi(ty) # 0, entonces
_ Bt)
fi(to).
Alcanzado este limite, podemos definir la recta tangente como
_ fa(to)
R(z) = (v — fi(to)) + f2(to)-
fi(to)
Observacién 2. = Hemos obtenido la recta tangente R, de forma

andloga a como lo hicinos para grdficas.
» La recta R no viene dada por unas ecuaciones paramétricas, pero

observemos que el vector

f'(to) = (f1(to), f5(to))
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es un vector director de la recta tangente. Y asi la recta R admite
una parametrizacion

x = (t—to)fi(to) + fi(to)
y = (t—to)fs(to) + fa(to)

para t € R.

Como en el caso de graficas, podemos probar (ver el siguiente Teo-
rema) que la recta tangente es la recta que mejor aproxima a la curva
en el punto correspondiente. Esta propiedad es la que nos permite dar

una definicién general de recta tangente para una curva paramétrica.

Definicién 1. Sea una curva paramétrica
f : [a,b)cR — R"
t = f(t) = (f1(t), f2t), .. fu(D)),
donde las funciones fr : [a,b] — R son continuas para todo k =
1,2,..,n. Una recta r : R — R" se llama recta tangente a la curva

f por el punto f(ty) si
w f(to) = r(to) ( pasa por el punto f(ty) para el mismo valor del

pardmetro) y

t) —r(t —

. L 1O =70 5
t—to t— 1t

FIGURA 3. Trayectoria en R? y su recta tangente por el
punto f(to).

Teorema 1. Sea una curva paramétrica

f : Ja,)jc R — R»
13 — f(t) = (fl(t)vf2<t)7'“vfn(t))a

donde las funciones fy : [a,b] — R son continuas y derivables en tq €

la,b] para k =1,2,..,n. Entonces la recta paramétrica

R(t) = f(to) + (t — to)(fi(to), folto), ..., fr(to)) para te€R

es tangente a la curva por el punto f(tg).
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Demostracion: Claramente R(ty) = f(ty). Por otro lado

tig L0 g OS]y PO D)y
y como las funciones fj son derivables en ¢,
=(0,0,...,0)
d
Ejemplo 1. Sea la parametrizacion sobre el plano
v : [0,2r]cR — R?
7 — v(0) = (cosf,send).

Demostracion: v es la parametrizacion de la circunferencia unidad
y el vector director de la recta tangenta es 7'(6) = (—sen@, cos0)
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FI1GURA 4. Parametrizaciéon de la circunferencia unidad.

Obsevemos que

» cos?f+sen®d = 1, lo que prueba que los puntos () estén sobre
la circunferencia unidad.

= Por otro lado, el productos escalar
v(0)7'(8) = cos B(—sen f) + senf cos ) = 0,

esto ultimo prueba que el radio de la circunferencia por un punto

es ortogonal a la tangente por el mismo punto.

U
Tangentes horizontales y verticales en curvas planas. Al repre-
sentar curvas paramétricas planas (en ]RQ), son intereseantes encontar

las tangentes horizontales y verticales de la curva, si existen.
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FiGurA 5. Tangentes horizontales y verticales.

Definicién 2. Sea una curva paramétrica plana
f i |a,b)CR — R?
t = f(t) = (f1(t), f2(1))
donde las funciones fi, fo : [a,b] — R son funciones reales de una
variable real derivables. Se dice que:

» una tangente a la curva por el punto f(ty) es horizontal, si es
paralela al eje de las "x7, es decir paralela a la recta y = 0, lo
que es lo mismo que decir que f'(ty) = (fi(t0),0) con fi(ty) # 0
(1) en la figura anterior);

» una tangente a la curva por el punto f(ty) es vertical, si es
paralela al eje de las "y”, es decir paralela a la recta x = 0, lo
que es lo mismo que decir que f'(to) = (0, f5(t0)) con fi(to) #0
((2) en la figura anterior).

En nuestro ejemplo anterior de la parametrizacion de la circunferen-
cia,
= 7/(0) = (—senb,cosf) = (—senf,0) si = I o 2, en estos
puntos encontramos tangentes horizontales.
» 7/(0) = (—senf,cosf) = (0,cos6) si @ =0 o 7, en estos puntos
encontramos tangentes verticales.
Curvas Paramétricas. Dada una curva paramétrica
v ¢ [a,))CR — R”
t - ’Y(t) = (fl(t)an(t)a“'afn(t>>a
donde las funciones f; : [a,b] — R son continuas y derivables en
t € [a,b] para k = 1,2,..,n. Llamamos derivada de 7 a la funcién

paramétrica

V() = (i), f5(t), -, fo(t))  para t € [a,b].
Ya hemos visto que el vector 7/(¢y) es el vector director de la recta

tangente a la curva paramétrica por el punto y(to). Asi la recta tangente

se escribe como
R(t) = +(to)(t — to) + 7(to).
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FIGURA 6. Recta tangente a la curva ~.

Ademds comprobamos que la recta tangente por un punto (o) es

la recta que mejor aproxima a la curva en el punto, es decir

lim M = ll’m(M_f’(t ) fu(t) = fulto)
t—to t— 1o _t—>t0 t—to 1\b0)y «eee- 7—t_t0
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