ELEMENTOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

La ecuacion Logistica.

En el estudio de poblaciones, el crecimiento de poblaciones, también
aparecen de forma natural las ecuaciones diferenciales.

Consideramos z(t) el nimero de individuos de una poblacién en el
momento t; puedes ser bacterias, conejos o humanos. z(t) no es un
entero sino que asumimos que x € R (esto es una necesidad técnica
si queremos usar el cdlculo para modelizar este tipo de problemas).
Ahora 2/, la derivada de x, es la velocidad a la que crece (o decrece) la
poblacién. Una primera hipdtesis, si no hay restricciones al crecimeinto
de los individual: alimentos siempre disponibles, no hay enfermedades
o depredadores ...etc es que la variacion de la poblacion es proporcional

al numero de individuos. En términos mateméticos
2'(t) = Kx(t).

Esto es una ecuacién diferencial (lineal de primer orden como
clasificaremos més adelante).

Solucioén: Despejando e integrando, como en los ejemplos anteriores

z(t) = zoe”?.

Asi vemos que x(0) = ¢, poblacién inicial y que

tlim x(t) = o0 (crecimiento exponencial o Malthusiano).
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Este modelo no parece muy realista ya que ninguna poblacion cree
indefinidamente. Si suponemos que los recursos disponibles o los impe-
dimentos del medio donde viven la poblacién (espacio, enfermedades,
depredadores...etc) solo dan para que existan un maximo de M indivi-
duos, podemos suponer que el crecimiento de la poblacion es propor-
cional al nimero de individuos como al nimero de los que falta por

colmar la poblacién, en terminos matematico:
2'(t) = Ka(t)(M — x(t)) = KMx(t) — Ka?(t).

Esto es una ecuacién diferencial (de primer orden), que independien-

temente de donde haya salido y de que modelice bien o no ciertos
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procesos, podemos analizar desde el punto de vista matematico.
2/ (t) = ax(t) — ba*(t) a,b>0 Ecuacion Logistica.
Solucién 1: 2'(t) = bx(t)(§ — z(t)). Despejando
/
t
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e integrando
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Para resolver la integral pendiente, usamos la regla de sustitucién. Ha-
cemos u = x(t) y entonces
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descomponiento en fracciones simples
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Despejando ( abusando de notacién ponemos K = 4¢2%)
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vem mas que r = z = % son ucion ionarias.
Obsevemos ademés que 0 zso dos soluciones estacionarias

De forma gréfica:
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FiGuRrA 1. Soluciones de la Ecuacion Logistica.

Solucién 2: La ecuacién logistica /() = ax(t) — ba?(t) la podemos
ver como una ecuacién de Bernoulli (ya veremos que son este tipo
de ecuaciones) y resolverla mediante el cambio de variable

1

v(t):M x#0
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y asi

v —@(t)  —ax(t) +ba(t) e
V(1) = St =~ = —an(t) +b

Esta ecuacién diferencial

V() = —av(t) +b

es lo que llamaremos una ecuacion lineal de primer orden no ho-
mogénea. Esta ecuacion en concreto la podemos resolver despejando,
v'(t)
—av(t) +b

e integrando para obtener (abusando de notacién)

v(t) = Ke ™ + % = %(Ke’at +1).

Y por tanto

b 1 4K et
aKe ®+1 14 Ke*

el mismo resultado que vimos anteriormente.

Modificacién de la ecuacién Logistica.

Supongamos que en nuestro modelo de poblaciones la proporcionali-
dad del modelo varia con el tiempo de forma que tenemos la ecuacién
v — O =)

t+1

Despejando
x'(t) 1

br(t) (& —x(t))  t+1

e integrando

z'(1) u
/bx(t)(%—x(t))dt_l (t+1)+ K.

Usando el calculo de la primera Solucién,
1 t

Ll 20

& — x(t)

=In(t+1)+ K.
a
Si de nuevo abusamos de notacién K = In K

Y K +1)°
—x

y despejando

a K(t+1)" a
z(l) = ¥ ———F7r—"—+— —> - ]

(t) b1+ K(E+1)e 7% 0
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