ELEMENTOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

E.D.O. LINEALES DE ORDEN SUPERIOR.
SOLUCIONES EXPLICITAS.

Dada una ecuacién lineal

Y (1) + pua ()Y V() + o+ pr ()Y (1) + po(t)y(t) = F(D),
no tenemos un método general para calcular sus soluciones de forma
explicita (aunque sabemos que existen por los Teorema de Existencia
y Unicidad y el Teorema de Estructura de las soluciones). En algunos

casos particulares algo se puede decir.

Proposicién 1. Sean py,p1, f : [t1,t2] = R funciones continuas. Dada
la E.D.O. lineal de sequndo orden:

y'(@) + pu(2)y'(2) + po(x)y(z) = f(z),

st y1 es una solucion del problema homogéneo asociado

y" () + pr(2)y'(x) + po(z)y(z) =0,

entonces el cambio de variable

y(x) =y (z)z(z)

reduce el orden de la E.D.O. en una unidad.

Demostracion: Derivando

ylr) = yi(w)z(2)
y(x) = y()()+y(
y'(x) = yi(z)z(x) + 24 ()2 (2

entrando en al E.D.O
f(@) =y" (@) + pr(2)y (z) + po(a)y(z) =
y1 (@) z(2)+2y1 ()2 () (2) 2" () +pu (@) [ys () 2 (2)+31(2) 2 (@) +po(2)y1 (2) 2 (2) =
2() [y + P + poyn] + 2'(@)[2y1 (2) + pr(@)ya (2)] + g1 (2)2" ().
Como y; es solucion de la homogénea se tiene que
f(x) = 2(2)[2y) (x) + pr(@)y1(2)] + yi ()" (2).
Y asi, despejando

B0 z’(a:)_2yi(x) my JACHPAC) + @) _

B Y1 () y1 ()
1

x)Z (x) =
)+ yi(2)2" (z)
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que es una ecuacién lineal de primer orden (si ponemos t = 2’) que

#(x)]

sabemos resolver O

Ejemplo 1. Queramos resolver: xy” +2y +xy =1, conociendo que

y1(z) = *2%  es una solucion de la E.D.O. homogénea asociada.
Demostracion: Primero comprobamos que y; es una solucién.

senx

hn =
X

, T COST — senx

2
r?[cosz — wsenx — cos x| — 2x[x cos x — sen 1

yi (x) = =

4
sen x COS T sen x
— -2 5 + 2 -
T T T
Ahora entrando en la E.D.O.
sen x COS T sen x T COST — Senx sen x
x[— —2— +2—-]+2] 5 |+ =0.
T T T T T

Ahora hacemos el cambio de variable y(z) = 2£2(x). Derivamos

y(z) = ra(x)
y/(x,) — I:ICOSQ;QSGHI]Z<:U) _"_ %Z’(SE‘)
y//(x) — [_% _2%_’_2%]’2(’1,) +2[$COS§;S@H"E]2/($)+%Z//(‘r)
entrando en la E.D.O
sen x cos T sen X COST — senx sen x
1= |z[- —2——+2—-]+2] 5 |+ z(x)+
x x x x x
senx , rCosx —senw. senzx ,
2 2 =
z— 2(x) + 2x] p 12 (x) + . 2'(x)
senzz"(x) + [2 cos 22/ (x).
Despejando
cos T 1
7z — _2 / .
(@) senz (z) + sen

Hacemos u = 2z’ y resolvemos la ecuacion lineal de primer orden

1
u'(z) = R xu(x) - :
sen x sen x
» La homogénea u'(r) = _2cosxu(x)
sen x
/!
K
G = —2C08x, integrando u(z) = ——,
u(z) sen sen?

donde K; € R.



APUNTES E.D.O. 3

= Usando el método de variacion de las constante, tomamos
K(z)
u(z) =
(z) sen? x
como solucién particular. Entrando en la E.D.O.

K'(x)sen? x — 2K () sen x cos & cosr 1 1
o () = (z) : (z) _ 9K (2) : ’
sen* x senxsen?x senx
de lo que se sigue que K'(x) = senx y por tanto K (x) = — cos .
= La solucién general de esta E.D.O. de primer orden es
(z) K cosT
u(xr) = — .
sen?z  sen’r
Como 2'(z) = B — <% integrando
K cos T
z(x) = — - dr + Ky =

sen?x  sen?x
1 COS &

1 1
K2+ +K1/ d$:K2+ —K1

sen sen? x sen senx’
Luego la solucién general de nuestro problema inicial es:

sen x 1 sen x Ccos &
y(@) = 2 a(w) = 4 KT 4 K

donde K, K5 € R.
Obeservemos la estructura lineal de la soluciéon general del problema
OJ

De forma general tenemos el siguiente resultado.

T

Proposicién 2. Sean p;, f : [t1,t2] — R funciones continuas, 1 =
0,1,....,n—1. Dada la E.D.O. lineal de orden n:
Y1) + paa )y V() + o+ i (DY (1) + o)y () = f(2),
st Y1 es una solucion del problema homogéneo asociado
Y (1) + Paca (DY V() + oo+ pr(8)Y(8) + polt)y(t) = 0,
entonces el cambio de variable
y(t) = yi(t)z(t)

reduce el orden de la E.D.O. en una unidad.

Demostracion: Ejercicio. Se procede como en el caso n = 2, visto
anteriormente [
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